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Toutes les réponses doivent étre justifiées

Soit I =|a, b[ un intervalle borné de R et soit f € L?*(I). On considere la formulation
variationnelle suivante

Chercher u € H'(I) tel que

/Iu'v'dx—i—/\(/ludx) (/Ivdx> :/vada: wemm, W

Partie I. 1. Montrer que (1) admet une solution unique u et que cette solution vérifie

ou\>1.

HU”Hl(I) < ||fHL2(1) )
ou C; > 0 est une constante indépendante de .

Indication. On admettra qu’il existe une constante C' telle que

2
2
|’UH§{1(I) S C (HU/”L?(I) + ’/]U dx > Yo - Hl(I)

2. Utilisant la formulation (1), montrer que

/udx:ﬁ/fdx.
I I

En déduire que u € H?(I) et vérifie
—u”—f—ﬁ/fdac dans 1,
I
uw'(a) =u'(b) =0.

1



Partie II. On note wu) la solution du probléme (1). On définit I’espace

W:{UGH1(1)|/Ivdx:O}.

1. Montrer que W est un espace de Hilbert et que le probleme

Chercher w € W tel que

/w’v’da::/fvdx Yv e W,
I I

admet une solution unique.

2. Montrer que

/(u’/\—w’)w'dx:() Yo € W.
I

3. Vérifier que
ZA:uA—w—r}'/(uA—w)EW
I
et que

2
120, = / (') 2 dz = 0.

4. Déduire de ce qui précede que

)\(u,\—w)zll%/lfdx

et que
[Jux — wHHl(I) < % HfHL2(I) 5

ou (' est une constante indépendante de \. Commenter.
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Soit I =]a, b[ un intervalle borné de R et soit f € L?*(I). On considere la formulation
variationnelle suivante

Chercher u € H'(I) tel que

1
/u’v’d:ﬂ—l—A(/uda;) (/vd:v):/fvd:v Vv e HY(I), M
I I I I
ou\>1.
Partie L. 1. Posons pour u,v € H' ()

twe) = [wde i ( fudr) ([oa).

La forme bilinéaire a est continue sur H'(I) x H'(I). En effet

la(u,v)| < /I|u’| W] dz + A (/I|u|dx) (/I|v|dx)

< Nl oy 101 2y + Ml gy N0l
< ||U/||L2(1) ||U/HL2(I) + Al ||U||L2(1) ||U||L2(1)
< (UMD Nullgr o ol gy Yu,v € HY(I).

D’autre part, prenant en compte 1’inégalité

2 2
o] < © <Hv’HL2<I> " ] [vis

et le fait que A > 1, on obtient

2 2
[ ey + A ( [ vde) 202y + [ 0da
) ; () ;

o ||UH3{1(1) Yv e HY(I),

2
> Yo € H'(I), (2)

a(v,v)

vV
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montrant ainsi que la forme bilinéaire a est coercive sur H'(I) x H'(I). Finalement, il
est clair que

[(f;v)] < ||f||L2(I) ||v||L2(I) < ||f||L2(1) ||U||L2(I) Yo e H'(I).

Les conditions d’application du théoreme de lax-Milgran étant satisfaites, nous dé-
duisons que le probleéme (1) admet une solution unique v dans H*(I).

Prenant v = u dans la formulation variationnelle correspondante, on obtient

2
(_1; ||U||H1(1) < a(u,u) = (f,u) < ||f||L2(1) ||U||L2(1) ||f||L2(I) ||u||H1(I)

et donc
HU”H1(I) <C HfHLQ(I) )
ou C est une constante indépendante de .

2. Choisissant v = 1 dans (1), on obtient

A(/d) (/Qldx):/lfdx
‘Audngﬁizfdm (3)

Utilisant (1) et (3), nous déduisons que

[wwm :ijm—A([um)([vm)
[ suta— i [saa(foae)

:/gvdx v e HY(I).
I

ce qui est équivalent a

oug=f— |—}‘ / f dx. Ceci est, en particulier vrai, pour des fonctions test appartenant
I

a C1(I) et implique que la dérivée faible de u’ est donnée par

U” — ('LL/)/ — _g (4)



D’autre part, I’inégalité de Cauchy-Schwarz et des arguments classiques montrent que

ﬁ/]fda:

”9HL2(1) < HfHLQ(I) +

L2(1)
=l + | [ £ {1l
1
~ 1l + 4| [ £

I
<oy + 12y = 20l g2y < oo

Par conséquent u” € L?(I),i.e. v € H*(I). Utilisant la formule de Green dans (1) on
obtient

/—u”’u dz 4+ u'(a)v(a) — u'(b)v(b) = /gv dv  Yve H'Y(I)

1 1

et grice a (4), on a
u'(a)v(a) — ' (b)v(b) =0 Vv e H'(I).

Choisissant v tel que (v(a),v(b)) = (1,0) et puis tel que (v(a),v(b)) = (0, 1), il vient
que
u'(a) =4'(b) = 0. (5)

Ainsi, en combinant (4) et (5), nous déduisons que u est la solution faible du probleme
—u”" =g dans /I,
u'(a) =/ (b) =0.

Partie II. On note ) la solution du probléme (1). On définit I’espace

W:{veHl(IH/Ivd:c:O}.

1. 11 est facile de voir que W est fermé dans H'(I). 1l est donc complet et c’est un
espace de Hilbert. De plus, prenant en compte (2), il vient que

2 2
ol < VN2 YoeW.

Cette inégalité, combinée avec des arguments classiques, implique que les conditions
d’application du théoreme de Lax-Milgram au probleme

Chercher w € W tel que

/w'v'd:c:/fvdx Yo e W,
I I

3



sont satisfaites et qu’il admet donc une solution unique.

2. Prenant en compte les formulations variationnelles associées a w et u,, on obtient

facilement que
/(ul/\—w')v’dx :—/\(/u,\da:) (/de>
I I I

=0 YveW.

3. Vu que u, et w appartiennent 2 H'(I), et que n’importe quelle constante appartient
aussi a H'(I), il est facile de voir que z, € H'(I). De plus

/IzAdx :/I(UA—w—ﬁ/](uA—w))da:
:/I(uA—w)dx—/I(%l/l(uA—w)dx) da
:/I(u,\—w)dx—(%l/[(u,\—w)dx)/lldx

zluu—wa—[@M—wﬂx:Q

impliquant que 2z, € . Utilisant I’identité dans 1’alinéa précédente, il vient que

Hémm:[ééwzlw&wA4mzo

4. Utilisant (2) et I’alinéa précédente, nous déduisons que

2l 1y = 0

et par conséquent z), = 0, i.e.

uA—w:ﬁ/I(uA—w)dx:ﬁ/luAdx.

Prenant en compte (3), nous concluons que

/\(u,\—w):%/lukdx:#/lfdx



et

Musx = wll gy =

et donc

U%/[fdx
ll%/]fdw
/Ifdx

1Al 22y

1
|12
1712

11
HE

H(I)

L2(I)

||u/\ — UJHH1(]) < ﬁ ||f||L2(I) :

Ainsi

/\Erfoo |2x — w”Hl(I) =0.



