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ALGEBRA p a mer

TEMA 1

ECUACIONES DE 1° GRADO -
FUNCION POLINOMIAL DE 1° GRADO

0 DESARROLLO DEL TEMA

L ECUACION DE PRIMER GRADO O ® 2. Planteo de las ecuaciones que relacionan a las

ECU ACION LINEAL incognitas con los datos del problema.
3. Solucién de las ecuaciones planteadas, esto es
Forma:|ax + b=0;a=0 |.Donde: "x" es la incgnita determinar los valores de las variables.

4. Prueba o verificacion de los valores obtenidos para

de la ecuacion, ademas: : o
ver si cumplen las condiciones del problema.

cs.=d-L 1. FUNCION DE 1° GRADO
a F:R - R/F(x) =ax + b;a,beRa=0
YA

Analisis de la ecuacion paramétricaax + b =0

Se presentan los siguientes casos:

e Si:a# 0 < la ecuacion es compatible determinado /b a>0
también llamada ecuacién consistente determinado b>0 > X
(tiene un ndmero finito de soluciones, para la ecuacion Z b 0
analizada tiene solucion Unica) a

e Sia=0Ab=0 < laecuacidon es compatible XA
indeterminado también llamada ecuacién consistente a>0
indeterminado (tiene infinitas soluciones) b<0

e Siia=0A b=0 <« laecuacidon es incompatible ¢ /
inconsistente también llamada ecuacion absurda (no < / b y
no tiene solucién) 3

II. PLANTEO DE ECUACIONES

Para resolver el problema relativo a nimeros o cantidades A
desconocidos se debe expresar una informacion escrita \
en idioma normal, en el simplificado idioma de las b
proposiciones matematicas, las cuales nos permiten 0 > ¥
operar con mas comodidad y rapidez que otros \
procedimientos. Esto implica realizar una especie de )
traduccion de situaciones de la vida real, al simbolismo
matematico, tarea que constituye el argumento mas Util vA
en todo el proceso de solucion.

a<o0
.. \ b<0
Procedimiento para resolver problemas R
Seguir las siguientes pautas: b 0 X
1. Representacion de las cantidades desconocidas o “a b
incognitas por variables (x; y; z; etc) ® \
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FUNCION POLINOMIAL DE 1° GRADO

° PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1 ® A) 30 B) 15 C) 45 ® Es compatible determinado, indique el
Sea la ecuacién de incognita x; (m + 3) | D) 60 E) 75 valor que no puede tomar "x".
(m=-2)x+ (mM-1)(m+3)=0. UNMSM 2014 - I A) 3
Tiene infinitas soluciones, calcular "m". NIVEL INTERMEDIO B) 5
A) -3 B) 5 Q) 7 Resolucién: )
D) 9 E) 11 Del enunciado: Q7
UNMSM 2001 - I D) 9
NIVEL FACIL Hombres Mujeres E) 11

Resolucion: Bailan X N UNMSM 2008 — I

_ =(m=1)(m + 3) No Bailan 7 4x NIVEL INTERMEDIO

(m + 3)(m =x)
Total de personas = .
Para que tenga infinitas soluciones. > Resolucion:
m=-3 X+ X+ 2x+4x =120 m2—5
_— x =15 X = —
Respuesta: =3 | Nos piden: 2m =10
El numero de hombres = 3x = 3(15) Luego:
Problema 2 =45
En una fiesta se observa que en un 2m—=10=0
determinado instante el nimero de Respuesta: 45 m =5
parejas que bailan es la mitad del —_—
numero de hombres que no bailany el | problema 3
numero de mujeres que no bailan es el . B o
. i Sea la ecuacion de incognita x:

cuadruple del nimero de hombres que
bailan. Si en total hay 120 personas, m

écudntos hombres hay en dicha fiesta? ® (2m = 10)x + (m?=5) =0 ®

TEMA 1 ALGEBRA @ SAN MARCOS




I @ ~ W
ALGEBRA p a mer

TEMA 2

PRODUCTOS NOTABLES

0 DESARROLLO DEL TEMA

Son aquellos productos que al adoptar cierta forma particular, @
evita que se efectle la operacion de multiplicacion escribiendo
directamente el resultado.

(a + b)? + (a—b)? = 2(a? + b?)

(a + b)2—(a—b)?=4ab

I. PRINCIPALES PRODUCTOS NOTABLES Ejemplos

. . e (x+6)2+ (x—6)2
A. Binomio al cuadrado . ,

El desarrollo de un binomio al cuadrado nos da un 2(X2'+ 62) = 2(x® + 36)
trinomio cuadrado perfecto, esto es “el cuadrado del
primer término, més el doble del primer término por e (a++b)?-Ha—-+b)?
el segundo término, mas el cuadrado del segundo . . ,
término. 4(y3)b) = 44ab
(@+b)2 = a2+ 2ab+b? e (10x + 4y)? — (10x — 4y)?
Binomi'o suma  Trinomio 'cuadrado L 4(10)'()(4y) ’ = 160xy
al cuadrado perfecto
e
(a - b)Z = az —2ab + bz 1 Nota: 1
. L . . . 1 1
Binomio diferencia  Trinomio cuadrado I 4 4 B 2 I
al cuadrado perfecto i (@ + b)* = (a—Db)* = 8ab(a® + b%) .
| ]

Ejemplos:

C. Diferencia de cuadrados
o (x+1)2 =x2+20x)(1) + (1)?

El producto de dos binomios; uno que presenta la

=x2+2x+1 suma de dos expresiones y el otro la diferencia de las
mismas expresiones nos da el cuadrado de la primera,
o (x=4)2 =x2-2(x)(4) + (4)? menos el cuadrado de la segunda.
=x2—-8x + 16

(@ +b)a—b)=a2-b?

o (3x=54)2= (3x)2 - 2(3x)(5y) + (5y)2

m M(aM — hN) = 32M _ K2n
= 9x2 — 30xy + 25y (@" +b")(@"—-b") = a b

Ejemplos:

e (a=Vb)?=+a - 2(4a)h) + (b’ . x+ Ax—4) = X2 42
=a-2Vab +b ¢ (Wa+b)a—b) =+a —+b =a=b
(¢ + 392X - 3y°) = () - (3
B. Identidades de Legendre = 4x8 — gy12
Son dos identidades que relacionan los binomios 2 2
suma y diferencia. °® o x=y = =y = @x +y)x =)
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D. Binomio al cubo
Al desarrollar un binomio al cubo se obtiene el cubo
del primer término, mas el producto del triple del
primero al cuadrado por el segundo, mas el producto
del triple del primero por el segundo al cuadrado, mas
el cubo del segundo término.

(a + b)® = a3+ 3a% + 3ab? + b3

Analogamente con el binomio diferencia al cubo:

(a—=b)3 = a3 - 3a%b + 3ab%-b?3

Ejemplos:
o (x+ 1)3=x3+ 30)%(1) + 3(x)(1)2 + (1)3

=x3 +3x%+3x+ 1

o (3x=1)3 = (3%)3 =3(30X(1) + 3(3x)(1)2 = (1)3
=273 = 27x2 + 9x — 1

Nota:

Acomodando los desarrollos de los binomios al cubo,
se obtienen:

(@a+ b3 =a%+b3+3ab(a + b)

(a—b)3 = a® - b3-3ab(a—b)

Identidades que son de mucha utilidad en ciertos
problemas operativos.

Ejemplos:
o (x+43=x3+ (42 + 3@+ 4)
=x3+ 64 + 12x(x + 4)

(o e o

= x3—i3—3(x—l)
X X

E. Multiplicacion de binomios con un término
comun

Al multiplicar dos binomios con un término en comun
se obtiene: el comun al cuadrado, mas el producto de
la suma de no comunes por el comun, mas el producto
de no comunes.

ALGEBRA

PRODUCTOS NOTABLES

(x+ax+by=x*+(@a+bx + ab
ey ——

suma producto

Ejemplos:
o (x+3)x+5 =x*+(8)x+15
e (x+ 15)(x —10) = x2 + (5)x — 150

Nota:

(x+a)(x+b)(x+c) = x3+(a+b+c)x2+(ab+bc+ac)x+abc

F. Sumay diferencia de cubos

a®+b3=(a+b)(@®—ab+b?
—_—
Suma de cubos

a®=b%=(a—b) (a2 + ab + b?)
| S
Diferencia de cubos

En general:

a®™ + b3" = (@™ + b") (a®™ —ab + b?")

a3m —_ b3n = (am —_ bn) (aZm + a"‘.b“ + bZn)

Ejemplos:

e x3+125=x3+5%= (x + 5) (x> —=5x + 25)
e 8+al=2+a*=(Q+a)(@d-2a+a?

o X3—64=x3-43=(x—4) (x®* + 4x + 16)

o X2oyB= (3P = ()P = (P -y Hdy R4y

G. Desarrollo de un trinomio al cuadrado

(@+b+c)2=a%+b%+ c?+ 2(ab + bc + ac)

Ejemplos:

e (a+b=c?=a2+b?+c?+ 2(@@b—-bc—-ac)
e (a=b=c)?=a%+b%+c?+ 2(-ab + bc—ac)
o (X+Yy+32=x2+y2+9+2(xy+ 3y +3x)

H. Desarrollo de un trinomio al cubo

(@+b+c)2=a%+b3+ A+ 3(a+b)(b+c)(a+c)

(@ + b + ¢)® = a3+b3+c3+3(a+b+c)(ab+bc+ac)-3abc

©

Ejemplos

o (x+y+2)3=x34y3+ 8+ 3(x+y)(y+z)(x+2)

SAN MARCOS
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PRODUCTOS NOTABLES
1. Identidades adicionales L ] Identidad de Gauss
Identidad de Argand a® + b3 + & = (a+b+c)(a? + b% + c2—(ab+bc+ac))

@+a+1@%2—-a+1)=a*+a%+1
(az + ab + bz)(az —ab + bz) =a*+ a%? + b* Identidad especial
(X2m+xmyn+y2n)(X2m — men + yzn) = X4m + x2my2n + y4n

X+yYNy+2)X+2)+xyz=(XxX+Yy+ 2)(Xy + yz + x2)

Identidades condicionales

Si:a+ b+ c=0, se cumple:

e a2+ b%+c%2=-2@ab+ bc+ ac)

o« a%+b3+c3=3abc

e (ab+ bc+ ac)? = (ab)? + (bc)? + (ac)?

. a“+b4+c“=%(a2+b2+c2)2

Teoremas

Sean {x,y,z} c R; {m,n,p} c Z*, luego:

XXM 4y 4 2 =06 x=y=2=0

e a°+ b%+ c® =-5abc(ab + bc + ac)

XX+y2+22=xy+yz+xzoX=y=z2

° PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1 Despejando: 2X=27%=3
Sabiendo que x + % = 3, determine el | x3 + X—13 =33-(3)3) =18 Z-2*+5=3+5=8
valor de E = %3 + x2 + x_13 + % Entonces: Respuesta: 8
—34 L2, 1 _ - -
) 5 % E=xXtigtdeg=18+7=5 |
C) 25 D) 18 S+l o3
E) 23 Respuesta: 25 ) x2 = 7’
ClideBl il Entonces: x + % es:
Problema 2
Resolucion: ) A) 18 B) 9
) Si: 2%+ 2% =119 y x>0 C) 27 D) 25
Al primer dato lo elevamos al cuadrado: _ E) 16
1 . Halle: 2 =27 + 5
+== 2
X+ A 8 B) 2 o 11 . UNMSM 2004-T
N, 1 . 5 36 esolucion:
- (x+;) =X +x_2+2M 7 Tenemos: x2+l2=3
UNMSM 2004-T X )
GR=x+5+2 (XZJ’%] =3’
)1( Resolucién: X
7 =x2+ 2l Tenemos: 2% + 27 = 119 x5+i6+ 3(x2 izj(x2+i2)=27
X X X
Luego, al primer dato lo elevamos al | 2% +2(2%)(27%) + 27 =119 + 2 %+ L 4 30)3) = 27
cubo 2%+ 27292 =121 x? )
3 2 4 92X = X6 + = = 18
(x+l) =x3+i3+3/()()/{1][x+l) EHar = x8
X X AT x 2= (227 + 27X =11-2 -
3 (X=2%2=9 Respuesta: 18
([ J [ J
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TEMA 3

ECUACIONES DE 2° GRADO

0 DESARROLLO DEL TEMA

I. DEFINICION ® Por definicion:
Llamadas también ecuaciones cuadraticas, tienen la A=32-4.2.(-4)
forma: ~A=41

Tiene 2 raices

¢ Discusion de las raices de una ecuacion
cuadratica

ax*>+bx+c=0;Va=0; (a;b;c)cR Primer caso: (A > 0)
e Las raices son reales y diferentes.
Coeficiente || Coeficiente Término e Si"A" es un cuadrado perfecto, las raices x, y
cuadratico lineal |[independiente X5 SON racionales.

e Si"A" no es un cuadrado perfecto, las raices x,

H . + . 2 - . . .
Sidado: a, by c# o entonces: ax“+ bx + ¢ = 0 se llama y X, SO ifracionales conjugadas.

ecuacion de segundo grado completa.
Sib=0, entonces: ax2+ c =0
Sic=0, entonces: ax2+ bx = 0
Sib=c =0, entonces: ax>= 0

Segundo caso: (A = 0)
e Las raices son reales e iguales.

) ) e Secumple: X; = Xy = ;—g
II. METODOS DE RESOLUCION
Tercer caso: (A < 0)

A. Factorizacion e Las raices son complejas y conjugadas.
Consiste en factorizar el polinomio de segundo grado: e Lasraices: x; = a + bi ; x, = a—bi.
P1: Se trasladan todos los términos al primer miembro.
P2: Se factoriza este miembro por agrupacion o aspa Interpretacion grafica:
simple. A>0 A=0 A<O
P3: Para obtener las raices de la ecuacion, se iguala y y y
cada factor a cero. o | T T

. o Sl x
B. Formula * Xy =Xy <—l—>x

De la ecuacién: ax? + bx + ¢ = 0,

se deduce: ol s TY yx1=x2 TY «
v Ar&m ‘-I'—’X
(o bt szzm Fdérmula de Carnot @ © l 1
Donde: I1l. PROPIEDADES DE LAS RAICES DE UNA
La discriminante | D = A = b2 - 4ac |——@ ECUACION DE SEGUNDO GRADO
Ejemplo: Sea la ecuacion cuadrdtica:
Halle la discriminante de ax?+bx+c=0;a#*0
22 +3x=4=0 ® y sus raices X, Y X,, se tienen las siguientes propiedades:

SAN MARCOS @ ALGEBRA TEMA 3
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ECUACIONES DE 2° GRADO

A. Suma de raices ® Reconstruccion de una ecuacion cuadratica

Conocidas las raices x, y X, de una ecuacién de

segundo grado, esta se reconstruye empleando la

suma y el producto de dichas raices.
xX2=Sx+P=0

Donde: S = X; + X,

-b
Xy + Xq = —
1 2 a

B. Producto de raices P=X;.%Xp
v o= C Teorema de las ecuaciones cuadraticas
1°727 3 equivalentes

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas

raices.
C. Diferencia de raices . 2
Sii ax*+bx+c=0 a b ¢
mx®+nx+p=0 I:: m n p
(b2
X Xp = % Jb*4ac ) i
a Teorema de la raiz comin
Si las ecuaciones:
ax?+bx+c=0; Ya#0
D. Suma de cuadrados de las raices mx2+nx+p=0; Ym#0
admiten una raiz comun, se cumplira:
X2 +x3 = b2 2ac ! P
- 2
a )| (@a.n-m.b)b.p-n.c)=(a.p-m.c)?

° PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1 ® 4m?—-8m-—-5=0 ® Entonces:
Sean x4, X, las raices de la ecuacion: my + m, = — (-8)/4 =2 Xy + X, == (-11)/1 =11
x2=2m=-1)x+3=0 -
Respuesta; 2 Respuesta: 11
La suma de los valores que puede tomar Probl 3
"m"; para que se satisfaga la relacion: Problema 2 roblema ,
X, X . B Del producto de dos numeros enteros
Nty Tl La suma de las raices de la ecuacion positivos consecutivos se resta la suma
de estos mismos y se obtiene 71. El
UNMSM 2004-1T , 1
NiveL snremepro | VST T 13X L es: ndmero mayor es:
A) —-1/2 B) 1/2 UNMSM 2005-1 UNMSM 2005-1
C) 5/2 D) 2 NIVEL FACIL NIVEL FACIL
E) 3/2 A) 10 B) 7
A) 7 B) 10 0 9 D) 8
Resolucion: 0 9 D) 8 E) 6
De la relacién: E) 11
X2 + %2 = Xg . Xy Resolucion: ’
(Xg + %) = 3%p+ Xy Resolucion: Sean ny n + 1 los numeros
nn+1)—2n+1)=71
Luego de elevar al cuadrado: n2=n—=72=0
Pero:
(x=1)2= (31/x—1)2 (n=9)(n+8)=0
Xy + Xy =2(M—1); X3 .X, =3 =9: 1=10
2_ox+1=9x-1) n=9;n+l1=
Luego: X
4m-12=3-.3 x2=11x+10=0 Respuesta: 10
) ® _—
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TEMA 4

SISTEMAS SIMULTANEOS LINEALES

Y DE GRADO SUPERIOR
9)  esamoLLODELTEMA

I. DEFINICION ®  B. Conjunto Solucion
Conjunto de ecuaciones con dos 0 mds incognitas Conjunto formado por todas las soluciones del
que verifiquen simultdneamente para ciertos valores sistema.
asignados a sus incognitas. Ejemplo:

{ZX +3y=16 = Cuya solucién: x = 5; y = 2

A. Solucion de un Sistema x—2y=1 Entonces: C.S. = {(5;2)}

Si existe, depende de la cantidad de incognitas.
Si el sistema tiene 2 incdgnitas, una solucién del
sistema sera el par ordenado: (Xg; Yo)-

II. CLASIFICACION DE SISTEMAS DE

Si el sistema tiene 3 incognitas, una solucion del ECUACIONES
sistema sera la terna ordenada: (Xg; Yo; Zo)- ® A. De acuerdo con su solucion
En general
Ejemplo Observacion a;x + by = ¢4
ax + byy = ¢,
Determinada { x+y=2
C — =
Tiene una cantidad exacta de soluciones. x+y=4 _—11 ¢% 81, %1
o _ a; Dy
m = C.S. ={(-1;3)}
p
a (-2)
t 1_2_4 a_bh_4
i Indeterminada { X+2y=4 (+) 2 4 8 a, by ¢
b Tiene infinitas soluciones. 2x+4y=8
—2x—4y = -8 1_1_1
1 2x+4y =8 2 2 2
e Ox+0y=0
CS. =i
(-2)
X =4 + 5379 1
Incompatible X + 4yy = 2 48 a, Ei“ * E:
Con el no tiene solucion. _gi :_? =__8 % = % # %
_Xtay=J
Ox+0y=1
CS. =g

SAN MARCOS ALGEBRA TEMA 4




SISTEMAS SIMULTANEOS LINEALES Y DE GRADO SUPERIOR

B. De acuerdo con el tipo de ecuaciones ?

1. Sistema lineal

Cuando cada una de las ecuaciones son lineales
(de primer grado).
Ejemplos:

5+ y+2z2=4
Ay x=2y+ z=-7
X= y=— z=2

B X—=2y+5z2=5
“l2x+y-z =3

2. Sistema no lineal

Cuando al menos, una de las ecuaciones es no
lineal.

Ejemplos:

A x2+xy+y=21
' X—-y=3

B. {Jx2+1 +Vy?+9 =5

X +y=3
C. Métodos para resolver un sistema lineal

1. Método de Carl Gauss (Reduccion)

Este método consiste en ir disminuyendo ecuaciones
e incégnitas hasta llegar a la menor cantidad de
ecuaciones e incdgnitas.

Ejemplo:
{x + 3y =11..(1)
2x-y=8 ..(2)
Resolucion:
(1) x+3y = 11
(2)*3 16x—=3y =24
Sumando :7x=35 = x=5
En (1) y=(11-5/3=y=2

. C.S. ={(5 2)}

2. Método De Gabriel Cramer

Para aplicar este método que utiliza determinantes,
el nimero de ecuaciones y el nimero de incognitas
debe ser el mismo.

SAN MARCOS
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Sea el sistema:

a;x + by = ¢
ayX + by = ¢,

D D
Entonces: x = =%, y = =%, Ds # 0

PXASNE X
Siendo:

a; by
a, b,

¢ by
C by

a; C
Dg = Dy = ;D= t 1

a G

D. Determinante

El determinante viene a ser una funcién que, aplicada
a una matriz cuadrada, da un Unico valor numérico.
Sea A una matriz cuadrada, su determinante se
representa por |A| o det. (A).

Sean:
determinante de una matriz
cuadrada de segundo orden
=) O
a h )
|A|=|‘* 1| =ad-o°
c al )
a b ci ©
Al =|d_e ] ©) = (aei+dhc+gbf)—(gec+ahf+dbi)
= )
g R §+)) o)
a B ¢ l ) determinante de una matriz
d e ¥ | ) cuadrada de tercer orden

L. Sistema lineal homogéneo
Son aquellos sistemas lineales en que cada ecuacion
tiene término independiente nulo.
Ejemplo:
{x +y+2z=0
2x+3y-2z=0
e Solucidn trivial: soluciones de la forma: {(0; 0)};
{(0; 0; 0)}; ...
e Un sistema homogéneo siempre tiene solucion
trivial (impropia).
e Se busca si tiene otras soluciones no triviales
(propias).

F. Resolucion de los sistemas no lineales

Para resolver este tipo de sistemas, no existe un
método general. Se resuelve de acuerdo la forma
que se presenta y se aplican productos notables,
factorizacion y diversos artificios.

ALGEBRA




~5
Pamer

SISTEMAS SIMULTANEOS LINEALES Y DE GRADO SUPERIOR

° PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1

Un estante puede llenarse con 24 libros
de Algebra y 20 libros de Historia 0 con
36 de Algebra y 15 de Historia. ¢éCon
cuéntos libros solo de Algebra se pueden
llenar el estante?

UNMSM 2004
NIVEL INTERMEDIO
A) 60 B) 84 C) 92
D) 90 E) 72
Resolucion:
T = 24X+ 20H ...... (1)
T = 36X + 15H ...... (2)
1)=(2)
24X + 20H = 36X + 15H
5H = 12X
En(1): T = 24X + 4(12X)

T 72X

Respuesta: 72 ®

TEMA 4

ALGEBRA

® Problema 2

Juan reparte S/. 24 000 en partes iguales
a un grupo de personas. Si hubiera
incluido dos personas mas, la cantidad
de soles que hubiera recibido cada uno
de ellos hubiera disminuido en S/. 20.

¢Entre cuantas personas repartié Juan
los S/. 24 000?
UNMSM 2008-1I

NIVEL INTERMEDIO
A) 24 B) 50 C) 48
D) 32 E) 36
Resolucion:
Total = NO©.91 pers. x cant/unitaria
24000=n.c e (1)
24000 = (N + 2) . (C = 20) ......(2)

De (2): c = 10(n + 2)
En(1): 2400 =n.(n + 2)
n =48

Respuesta: 48 )\

® Problema 3

Determine la suma de todos los valores
reales de a, de modo que el sistema

{6x—ay=y

2x + 3y = ax
tenga infinitas soluciones.

UNMSM 2008-1
NIVEL INTERMEDIO

A) 1 B) —1 Co0

D) 2 E) -2

Resolucion:

En el sistema se tiene:

6x =(a+ 1)y

(2=a)x = =3y

Para que tenga infinitas soluciones se
cumple que:
5
2-a
Por lo tanto la suma de valores es 1.

=%;a=5va=—4

Respuesta: 1

SAN MARCOS
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TEORIA DE EXPONENTES

° DESARROLLO DEL TEMA

En esta seccion, examinaremos las propiedades de las @
expresiones que contienen exponentes, para dicho estudio
definamos la operacion de potenciacion.

I. POTENCIACION
Es aquella operacién matematica, que consiste en
encontrar un nimero llamado potencia, a partir de otros
dos numeros llamados base y exponente.

rexponente

base—1 T— potencia

Nota:
Para calcular la potencia, debemos tener presente con
qué clase de exponente estamos trabajando.

A. Exponente Natural

X"=X.X.X..X;neN
AR ALY
"n factores de x"

Nota:

Cuando vayas a aplicar un exponente a una base
negativa o fraccionaria, coloca ésta entre paréntesis.
También, es conveniente hacer notar la diferencia

entre:
ax" =a.x.Xx.X..x Yy (@x)" =(ax)(@x)(@x)....(ax)

"n factores de x" "n factores de x"
Notar que...
Si tomamos solo en cuenta los signos, se cumple que:
o = {—; n impar

n — .
(+)" = +; para todo n +: n par

an=P ,aER,nER,PER A . O W M S B M S B S B M B M S S O S O e e

B. Exponente Cero

Ejemplos:

1. 93°=1 2. 0,00002° = 1
g0 _ _ _20\_

3. 50-_1 4. ( - ]_

[Ojo: 0° No esta definido |

1_1_1\ o -
(2 3 6]_0 No definido

C. Exponente Negativo

= -256 -

Ejemplos:
1. 25=22222 2. 0*=0.00
=32 =0
3. —4*=-(4)? 4. (-4)* = ()44
= —(4.4.4.4) = 256
I
323 3 32.3.3_.9 !
5. [—] ==, = 6. —_ T == 1
2) 272 2 2 2 I
1
7. 10%=10.10 8. (-10)3=(-10)(-10)(-10) :
=100 = -1000 o!

SAN MARCOS @

n
a‘“=a—1,,=[%];a¢0
Ejemplos: )
3_1 Y2 =
1. 4 =33 2. (=2) =
L _1
64 T4
Nota:

Nota que una expresion puede pasar del numerador
al denominador o viceversa siempre y cuando se le
cambia de signo a su exponente. Ejemplos:

= 5 2
a X=Xy %:32.53 = 9.125 = 1125

y—5 X3
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TEORIA DE EXPONENTES

1 [l 1
312 (2,2 2 T Nota:
3 {3] = [3] 4. %3': ST : En general se cumple que: Ejemplo: :
2 2
2.2 4 | n n 27 = (2 1
=33 _4 pa™ = (am l ¢ 1
4 ~57 | 2° 26 1
=9
. P
II. TEOREMAS DE POTENCIACION g Recuerda: i i
Si no hay divisiones entre cero, se cumple: I a)ama"=am" b) a_n =gmn ¢)(a.b)" =a".b" 1
e e o, o e e, . . I 5o "
A. :I:slzlpllcacwn o division de potencias de igual I d) [% ] L % &) (am)n = (a")m = gnm |
m 1 . 1
a".am=a"*m a_n= gm-n | Estas propiedades se cumplen para toda clase de
a 1 exponente (natural, cero, negativo y fraccionario). ]
Ejemplos: TEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE s
3233 =35 -2 76 7=3 — p—2+6+(-3) .
= Tom 2L IIL. RADICACION EN IR

'V?:b@b":a

3. (Bx¥yH(axty?) = 3.4.x2xyty?
= 12x5y2 Donde:

581 Je1-79 n = indice (neR)
4., 59 =277

=4 b = raiz (beR)

a = radicando (aeRR)

Nota:

La regla de la multiplicacién o divisién solo se aplica
a expresiones que tienen la misma base. Por ejemplo
la expresién x3y3 no se puede simplificar, porque las

Ademas se debe cumplir que:

Pal+ =+ P&— = No existe
Impa_v:= + Impa_VT= _

. . . Ejemplos:
bases de las expresiones exponenciales son diferentes.
- e Em e E Em Em Em Ew o o 1. 3_8=_2 porque (—2)3=—8
2
: i i 2. ,i_i A
B. Potencia de una potencia e =3 porque [5] 5%
@' =(@)" = amn 3. ¥70,027=-0,3 porque (-0,3)3 = -0,027
Ejemplos; 6 6 Exponente fraccionario
2y _ 223 2,,3\° _ (/5
1. (39 B gs' 2) (X% B )(():;o) Sea % e@AYa " existe, entonces:
=729 m m
an= Ya"="Ya
C. Potencia de una multiplicacion o division
n on Ejemplos:
(a. by =anb% ()= Fr ,
1. g23-3g=22-4
Ejemplos:
1. (2.3 = (-2)*.3 2 [ 1 ]”_3#1 1
=-8.27 "\ 27~ 27~ 3
=-216
) (322_37)2=(32)2(2_3)2(72) :_ _N;ta.:_-_- - --:
I 34 2_}, 2 1 Recordar los tipos de exponentes estudiados: I
~ 3.,4 7.2 1 e a"=a.a.a..q; nelN e 309=1 1
= . Nt
26 : "n factores de a" :
I, n_ 1l _(Ln o gm/n = om 1
| ar=am _[a] Vam 1
| ]

s -3-5-3
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TEORIA DE EXPONENTES

IV. TEOREMAS DE RADICACION EN IR

Consideramos expresiones bien definidas, entonces se

cumple:

A. Raiz de una multiplicacion o division

n n n n a 'J—
Vab=Ya b ; 5
Ejemplos: s
1.3 _3 553 2.3"ﬁ=@
1/27.64: 3§7.1/6_4 27 =3
=12 -2
3
4
3. ¥2V16=V216 4. 4‘/§=44—8
5 V243 V243
= 1/5
) _ 416
81
-2
3
B. Raiz de una raiz
1. n,_vg =nn_yg 2. nk [amk = om

[ ]

~
Pamer

Ejemplo: Ejemplo:
V64 =925 =286=> WE3e =2V(=-3)%*

m
X =n; (m=n)
Se sugiere elevar a la "m
la simetria necesaria.

" ambos miembros para lograr

Y32

C. Radicales sucesivos
1 |"™VaVoiec = Va."Vb.""c
Ejemplo:
V49364 3% -
p (an+b)p+c
2. Xa X XC = x mnp
Ejemplo:
V52 45355 -
Nota:
En ecuaciones exponenciales de la forma

° PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1
54
Si: 264 = a A3 = (3b)P
Halle: 3a + 2b
UNMSM 2010-IT
NIVEL INTERMEDIO
A) 48 B) 96 C) 66
D) 99 E) 44
Resolucion:
aa — 264 = aa — 24.16

a®=16%=a=16
(3b)® = 4354 = (3b)° = 3%
(3b)P = 332
(3b)=(3.9°=>b=9

Luego:
3a + 2b = 3(16) + 2(9) = 66

Respuesta: 66

SAN MARCOS

® Problemazz ®
2_ 2_
Gi: x = 321 Respuesta: 32 1[ 321, 1}
Donde k es un nimero enE}ero no nulo, | problema 3
entonces el valor de vx + ¥x Si: xy = 2(donde x > 0), halle el valor
UNMSM 2010-11 | de la expresién
, , NIVEL INTERMEDIO (4xy) (X )y + (2
A) 32k _1(32'( +1) 2X2y —ox7Y
= UNMSM 2005-1
B 324+ 32¢72 }
K2 NIVEL FACIL
C) (32 2+1) A) 3 B) 11/4 C) 16/5
D) 32k —2(32k +1+1) D) 13/4 E) 16/3
k2-1, _k2-1
E) 32 (3 +1) Resolucion:
L Tenemos
Resolucion: [ Xy](xY)_1 [ nyy [ yJ 2
Tenemos: =4
M=+ AF - )™
M=%x+ @
@ 22+ 22
M= J_[JY+1] _ 4 2() _(1)
También: 1 1 2(12) 62(2)
= 2
x4=[32k+1J4 = 44"‘4_ 4 13
A5 = 320 - 2.4—ﬁ 5 4
Entonces: ) - 2
! M = 32¢ ‘1[32" 1, 1] ® Respuesta: 13/4

©
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ALGEBRA
TEMA 6

POLINOMIOS

0 DESARROLLO DEL TEMA

~N~
m

-
f
A

Este polinomio tiene la forma:

¢ II. OPERACIONES CON POLINOMIOS

= -1 -2
Pog = aX"+aX" "+ ax"" 7+ ..+ a,

Presenta los siguientes elementos:

Grado: Es el mayor exponente de la variable "x": n.
Coeficiente principal: Es el coeficiente del término que
contiene el grado del polinomio: a,.

Término independiente: Es aquel en el cual no esta presenta
la variable "x": a,

L

SAN MARCOS

VALOR NUMERICO (V. N.)
Es el valor del polinomio que se obtiene al reemplazar la
variable por un valor constante.
Ejemplo:
Sea:
Pog = 3 —4x+ 1
Reemplazamos la variable "x"
obteniendo:
Poy=3.22-42+1=5

por el valor de 2,

A. Cambio de variable
Es aquella expresidn que se obtiene al reemplazar la
variable original por otra variable.
Ejemplo:
Sea: P(x) = 3x®2—4x + 1
Reemplazamos la variable "x" por la nueva variable
" — 3"
Obtenemos: P(m—3) =3(m—=3)2—4(m—-3) + 1

B. Valores numéricos notables
Los valores numéricos notables determinan la
suma de coeficientes y el término independiente
remplazando la "variable" por el valor de uno y cero
respectivamente.

Z coeficientes = Py,

Término independiente = TI = P,

A. Adicion de polinomios
Al sumar polinomios se reducirdn sus términos
semejantes. Aquellos que no lo sean; seran colocados
conservando su propio signo.
Ejemplo:
1. Dados los polinomios:
P(x) = 7x2 + 3x =5
Q(x) =5x*—2x+9
Calcular: P(x) + Q(x)

Resolucion:
En primer lugar: escribimos los polinomios uno
al lado del otro.
P(x) Q(x)
7x2 4+ 3x =5+ 5x2—2x + 9

Ahora seleccionamos los términos semejantes:
7X2 +3x=5+ 52 =2x+ 9
Hecho esto reducimos los términos seleccionados
obteniendo el resultado:
12x2 + x + 4.

2. Calcular P(x) + Q(x) + R(x); sabiendo que:
PX) =32 + 5; QX) = 8C + 5x2—1; R(X) = 8x + 4

Resolucion:
Colocamos los tres polinomios juntos:
3 +5+8C+5x2—1+8x+4
Los términos semejantes se reducen; los otros
son colocados con su propio signo.
8x3 + 8x2 + 8x + 8, esta es la respuesta.

B. Sustraccion de polinomios
La gran diferencia que existe con la suma, es que al
polinomio negativo (precedido por un signo =) se le
cambiaran previamente, los signos de TODOS sus
términos. Luego de esto, se procedera como en la
suma.

ALGEBRA




POLINOMIOS

Ejemplo: Si tenemos: ®
P(x) = 2x3 = 5x% + 10x =7
Qx) =x3—=7x%* +3x—11
Calcular: P(x) = Q(x)

Resolucion:
P(x) Q(x)
2x2 +5x% + 10x—7 = (= 7x% + 3x — 11)

V

0jo: Q(x) es el polinomio negativo (observa
el signo a su izquierda).
Nota como se han colocado los "( )".

Ahora cambiamos los signos a todos los términos

de Q).
23 -5x2 4+ 10x—7—=x3 + 7x2=3x + 11

Seleccionamos términos semejantes y reducimos:
3G =5x2+ 10x=7x=x3+ 7x2=3x+ 11 =x3+ 2>+ 7x + 4

C. Multiplicacion de polinomios

Se efectia multiplicando cada uno de los términos
de un polinomio con todos los términos del otro
polinomio; sumando después los productos obtenidos.
Es conveniente ordenar los polinomios segln las
potencias crecientes (o decrecientes) de una de las
variables.

Ejemplo: Multiplicar: (x® + 2x) por (x — 3) (método
de multiplicacion lineal)

(x=3).03 + 2x) = x* + 2x*> — 3x3 — 6x

Ordenando segun las potencias: x* — 3x3 + 2x? — 6x

III. GRADOS
Es una caracteristica que solo se presentan los polinomios
y se le relaciona con los exponentes de las variable,
existen dos tipos de grado:

A. Grado relativo (G.R.)
Si tiene un término esta dado por el exponente de la
variable referida.
Si tiene mas de un término, esta dado por el mayor
exponente de la variable referida.

Ejemplo:
¥ Prgyn = X2
GR,=2; GR,=7; GR, =5
(Son los exponentes de cada variable)

¥ Py = 32 Y32+ 27y = xy2
GRX=7; GRV=3; GRz=9
(Son los mayores exponentes de las variables) ¢

SAN MARCOS @
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B. Grado Absoluto (G.A.)

También llamado grado de polinomio, esta dado por
la suma de los exponentes de las variables (en el caso
que presente un solo término)
Si tiene mas de un término, esta dado por la suma
de los exponentes de las variables en uno de sus
términos.
Ejemplo:
¥ Prgyn= YL
GA=3+4+8=15
(Es la suma de los exponentes de las variables)
Pocy) = 2°y7 = 5xty? + 9x%y?

[ At S A

12 6 11

GA =12
(La mayor suma de los exponentes)

IV. POLINOMIOS ESPECIALES
Entre estos tipos de polinomios destacan los siguientes:
A. Polinomio Homogéneo

Es el polinomio en el cual todos sus términos tienen
el mismo grado absoluto, el cual se denomina grado
de homogeneidad.
Ejemplo:

Pocy) = 7Y + V5x10y2 4 3x48

—_— —
12 12 12

Se observa que el grado de todos los términos es 12,
por lo tanto es un polinomio homogéneo. Grado de
homogeneidad = 12.

. Polinomio completo:

Este tipo de polinomio se analiza respecto a una
variable, es aquel cuya variable analizada presenta
todos los exponentes desde el mayor hasta el
exponente cero.
Ejemplo:

Poy) = X2 + 4x%y2 + 53y + 3x = 7y8

Analizando para la variable "x" se observa que
sus exponentes son (2; 4; 3; 1; 0) estan todos los
exponentes desde el mayor hasta cero. Esto indica
que el polinomio es completo respecto a "x".
Analizando para la variable "y" se observa que los
exponentes son {5; 2; 1; 0; 8}, falta los exponentes
{7, 6; 4; 3}. Esto indica que el polinomio es incompleto
con respecto a "y".

. Polinomio ordenado

Este tipo de polinomio se analiza también respecto
a una variable, es aquel cuyos exponentes de las
variable solo aumentan o disminuyen.

Ejemplo:

Poy) = X°Y2 + 43y + x?y +y8
Analizando para la variable "x" se observa que sus
exponentes son {5; 3; 2; 0}, estan disminuyendo. Esto
indica que el polinomio es ordenado decrecientemente
respecto a "x".
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Analizando para la variable "y" se observa que los @
exponentes son {3; 2; 1; 8} estan disminuyendo y
aumentando a la vez. Esto indica que el polinomio no
es ordenado con respecto a "y".

Propiedades

v' En todo polinomio completo y ordenado de una
variable, se verifica que el valor absoluto de la
diferencia de los exponentes de dos términos
consecutivos es igual a la unidad.

En todo polinomio completo de una variable el
numero de términos esta dado por el valor del
grado aumentado en uno.

Polinomios idénticos
Dos polinomios son idénticos si poseen el mismo
grado y sus términos semejantes tienen los mismos
coeficientes:
P(x) = Q(x)
También si dos polinomios son idénticos estos poseen
el mismo valor numérico.
VN[P(,y] = VN[Q(y]
Ejemplos:
1. Si:
(@a=3)x2 + (b + 2)x® = 5x° — 4x2. Halle "ab".

-t 31
Resolucion:
Este polinomio esta reducido y ordenado por lo

tanto igualamos los coeficientes de los términos
semejantes, generando las siguientes ecuaciones:

a—-3=-4-5a=-1
b+2=5-5>b=3
sab=-3

° PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1 | ® Reemplazando:
Sit Fgy = 2= =; halle el valor de: (fqy + %) + iy
1
f(fqy + =) + f_
w¥F) e
5 7 2 = f(%] '%
A) -5 B) -3 C) 3
2
_2 3 f(frgy + 7) = [-
D) 3 E) 5 (faay f(z)) 3
UNMSM 2014-1
Resolucion:
« Fy=1-1=0.7y=2-1=3 | problema2
El polinomio:
= 1 __3
*Fp="2-5=-5

POLINOMIOS

2. Sia(x=3) + b(x + 2) = 7x — 11. Calcule: a+b
Resolucion:
Este polinomio no esta reducido entonces
trabajaremos con el valor numérico.
x=3:a83=-3)+b(3+2)=73-11>b=2

—2:a(-2-3) +b(=2 +2) = 7(-2)-11 sa=5

Latb=7

E. Polinomio Idénticamente Nulo
Es aquel polinomio reducido en el cual todos los
coeficientes de sus términos son nulos (cero).
Notacion: Py =0
También si el polinomio es idénticamente nulo
entonces su valor numérico es igual a cero:

Ejemplos:
1. Si:(m=1)x3 + (n=5)x* = 0. Halle "m"

*

UN [Pyy] = 0

A 4

Resolucion:

Este polinomio esta reducido y ordenado, por lo
tanto igualamos los coeficientes a cero, generando
las siguientes ecuaciones.

m—1=0->m=1
n—=5=0 »>n=5

~mt=15=1

Si:a(x=3) + b(x + 2) = 3x + 4 = 0. Calcule: ab.

Resolucion:

Este polinomio no esta reducido, entonces

trabajaremos con el valor numérico:
x=3;aB3-3)+b(3+2)-3.3+4=0->b=1
x=2;a(=2;=-3)+b(-2+2)-3(-2) +4=0—>a=2

= forg (-3)
_L]_i
21 2

3

il
[Z
3
_3__

Respuesta: —7/3

ALGEBRA

— 5 6 7
s Poy=nx""2+(n+1)x"*O+(n+2)x" 7 +... s

sab=2

Es ordenado y completo. Halle el grado
del polinomio P(x).
A) 5 B) 4 c) 3
D) 6 E) 7

UNMSM 2014-1
Resolucion:

Como P(x) es ordenado y completo
ademas los exponentes de "x" estan en
forma ascendente, luego:
n+5=0->n=-5

Reemplazando en P(x):

P(x) = =5 — 4x — 3x2 = 2x3 = x*

Nos piden: grado = 4

Respuesta: 4
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Problema 3
Si: fx_zy =X+ 1yhy,q)=4x+1
Halle el valor de: h3) + h_y))-

A) 117
B) 145
C) 115
D) 107
E) 120
UNMSM 2013-1

SAN MARCOS

Resolucion:
Calculando f3y:
x=3=3 = x= 6; reemplazando en f(x=3)
— g2 - =
fay=6°+1=37=f5 =37
Calculando: h_y
X + 1 = =1 = x = =2; reemplazando

en Ny 4 1);

Pamer

Luego:
h(fz) + he1y)) = N@E7-7) = NEo)
x + 1 = 30 x = 20, reemplazando en

hix + 1)°
hesoy = 4(29) + 1 = 117
o h(fay + hyy) = 117

Respuesta: 117
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DIVISION DE POLINOMIOS

0 DESARROLLO DEL TEMA

1. DEFINICION T
Es la operacion donde se busca obtener dos polinomios Nota:

llamados cociente (q(x)) y resto (r(x)); a partir de dos Si R(x) = 0 se dice que D(x) + d(x) es exacta, ademas
polinomios llamados dividendo (D(x)) y divisor (d(x)). D(x) = d(x) . q(x); pues el residuo R(x) =0 es nulo.

II. ALGORITMO DE LA DIVISION 1. Ordenar y completar al dividendo y divisor:
D(x) = d(X)q(x) + r(x) 15x° — x* —8x3 +3x2 + 0x — 8
5x2 = 2x =2
Donde: 2. Armar el esquema de Horner segun:
e grad[r(x)] < grad[d(x)] a coeficiente de P(x)
e grad[r(X)]max = grad[d(x)] — 1 =
 grad [q(x)] = grad [D(x)] — grad[d(x)] \g
©

Ejemplo: %
XCH+X2=x+9=xX+2)(X%2=x+1)+7 S # de columnas
D(X) =x3+x2—x+9 § =X+ igual (d)
dx) =x+2 coeficiente de q(x) |cocientes de R(x)
gx)=x*-x+1
260 172 N ot

... Nota:

A. Clases de division D(x) y d(x) deben esta completos y ordenados en
Exacta: Sir(x) =0 forma descendente.
e DX)=dM)ax) e e e e, ————————
e D(x) es divisible por d(x).
e d(x) es un divisor o un factor de D(x).

. ®+ notas
Inexacta: Sir(x) #0 @g[\@@ :'-—-1-’: -8 3] 0 -8
D(x) = d(x) q(x) + r(x) > A : 61 6
. . 2 @\:@"'i"’z’ i ©)
III. METODOS DE DIVISION DE POLINO- oo J
0
MIOS L
1. Método de Horner [
Ejemplo: @OXB 1 o0 1|2 -6 D@

15x° = x* =8x3 +3x* -8
=2x +5x% =2 qx) =3x3 +x2 4+ 1; R(X) = 2x— 6

Efectuar:

SAN MARCOS ALGEBRA TEMA 7




DIVISION DE POLINOMIOS

Procedimiento

1. Dividiendo el primer coeficiente del D(x) entre el
primero de d(x).

2. El resultado se coloca como el primero coeficiente
de q(x) y se multiplica con cada coeficiente de d(x)
a excepcion del primero.

3. Los resultados anteriores se colocan debajo de los
coeficientes de D(x) corriendo un lugar a la derecha.
Luego sumar y repetir pasos.

Nota:
Hemos colocado la linea divisora contando 2 columnas,
pues el grado (d) = 2.

2. Método de Ruffini
Nos permite efectuar

P(x)
ax+b
Ejemplo 1:
Casoa=1
Efectuar: 3C =8 +2x =24
Xx=3
1. Observe que d(x) = x — 3 en este caso a = 1,

b=-3.
2. Arme el esquema D(x).

ax + b =0 | coeficientes D(x)
-b l X + X
X=—
a
___________________________ R
+a
coeficientes de q(x
Para nuestro caso:
i
x=3=0 |3 ;—8; 2|=24\ +
—_ [} |
=3 |} lol 3]s
x }3 1 5|C9W =
qx) =3x®2+x+5 R=—9

Procedimiento:

1. El primer coeficiente de D(x) pasa por el grupo de los
coeficientes de q(x) y multiplica al valor despejado de
"x",

2. El resultado se coloca debajo de los coeficientes de
D(x) corriendo un lugar a la derecha.

3. Se suma el resultado vuelve a multiplicarse con "x".

4. Cuando a # 1 un paso adicional que realizar veamos

el otro ejemplo.

SAN MARCOS
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Ejemplo 2.
Casoa#1
Efectuar:

23 +3x2 +11x +6
2x+1

1. Observe que d(x) = 2x + 1
enestecasoa=2;b=1

2. Esquema:

r-t-'n r-i--'r

2x+1=0 |2 !31 !11}|6
1 P

=7 l R e
a=2 2 2 10 |1

2 2 2

1 1 5

qx) =x2+x+5
Rx)=1

3. Observe que cuando a # 1 tenemos que dividir entre
"a" antes de hallar los coeficientes de q(x).

Nota:

El residuo en este método siempre es una constante.
Los polinomios también deben estar completos y
ordenados.

IV. TEOREMA DEL RESTO
La aplicacién permite obtener residuos sin efectuar la
division.

Nota:
Sea el polinomio P(x) no constante. El resto de dividir
P(x) entre ax + b es R = P(=b/a).

Ejemplo 1
P(x) = (ax + b) q(x) + R
Six = -=b/a
P(—%} = [a(—%j+b} ax)+R
L~ %7 2
Luego: R = P(—R)
a
Ejemplo 2
2
Halle el residuo de: X tax+2
2x -1
Solucion
Como el divisor d(x) = ax + b =2x—1
=-b_1
X=TaT2

P(x) = 2x> + 9x + 2

(OECROES
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1. Regla practica P(x)
Para hallar el residuo:

ax+b

1. Igualeax+b =0

Despeje x = —%que es un valor conveniente.

2. Evalite P(x) en x = -%

Luego de residuo es:

Problema:

x30 —x10 4 x° -3
X% +1

Halle el residuo en:

Solucion:

1. x2+ 1 =0 - x?=-1 un valor conveniente.

2. P(x)=x30—x104x5-3

P(X) = (X2)15 — (XZ)S + (XZ)Z X—=73

X2 = =1
R=(=1)°—=(-1) + (-1)2x -3
~R=x-=3

V. TEOREMA DEL FACTOR

1. Un polinomio P(x) de grado no nulo se anula para
X = a. <> P(x) es divisible por (x — a), luego (x — a)

es un factor de P(x).

2. Si f(x) es divisible por g(x) y g(x) es divisible y la

diferencia de f(x) y g(x) es divisible por h(x).

o PROBLEMAS RESUELTOS

Reciprocamente, si P(x) es divisible por (x — a)(x — b)
(x—c); a# b=# ¢, sera divisible separadamente por
(x—a), (x=b)y (x—o0).

6.

DIVISION DE POLINOMIOS

3. Si f(x) y g(x) son divisibles por h(x) la suma y la
diferencia de f(x) y g(x) es divisible por h(x).

4. Si f(x) es divisible por g(x), el producto de f(x) por
cualquier otro polinomio no nulo h(x) es tambien
divisible por g(x).

5. Si el polinomio P(x) es divisible separadamente por los
binomios (x —a), (x—=b) y (x—=c)/a# b #c, entonces
P(x) es divisible por el producto.

(x=a)(x =b)(x = ).

Nota:

Si al dividir un polinomio P(x) entre (x — a), (x = b)
y (x = c)/a #b = c en forma separada deja el mismo
resto en cada caso entre (x — a)(x — b)(x — ¢) dejara
el mismo resto comun.
Asi: P(x) + (x—a)=>R;(x) =R

P(X) + (x=b) =>R,(X) =R

PX) + (x—c)=>R3(x) =R
= PX)+(x=a)x=b)(x=c)=>R(Xx)=R
En toda division de polinomios, si al dividendo y al
divisor, se les multiplica por un polinomio de grado no
nulo, el cociente no se altera, pero el residuo queda
multiplicado por dicho polinomio.
En toda division de polinomios, si al dividendo y al
divisor se les divide por un polinomio de grado no
nulo, el cociente no se altera; pero el residuo queda
dividido por dicho polinomio.

Problema 1 P Parax=1:12+ b(1)+C=0 Resolucidén:
¢Qué condicién deben cumplir los b+c=-1 Tenemos:
nﬂmerqs rzeales byc pa'raT 'que el POX) = (x=2)0 + 2x + 1) + t
polinomio x“ + bx + x sea divisible por Respuesta: E) b + ¢ = -1 P(X) = (x— 4) Q(x)
x=1? Entonces:
B haeh Problema 2 (x=2)0@ + 20+ 1) 1= (x=4)Qu)~r
C) x—b=2 Si el polinomio P(x) se divide por (x—2); | Parax =4
D) b—c=-1 el cociente es X2 + 2x + 1y el residuoes | (4=2)@*+2.4+ 1) +r=(4=4)Q4)-r
E) b+c=-1 "r". Pero si P(x) se divide por (x — 4), el 2.254+r=0-r
UNMSM 2010 - IT | residuo es (—r). ¢Cudl es el valor de "r"? r==25

y A) 25 B) —25
Resolucion: C) 20 D) —20
Tenemos: E) 0
P(x) = d(x) . Q(X) + 0 Respuesta: B) -25
x2 + bx + ¢ = (x B1).Q(x) ® YIS 2009°10
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Problema 3 ®D)2x-1 ?>P1)=-1
El resto de la divisién de un polinomio | E) 2x—3 P(x) = (x2 = 1) Q,(x)+ Ax+ B >
P(x) entre x2 + 3x + 2 es 2x + 3; y entre UNMSM 2004-1 A+ B=oi
x2 + 2x — 3 es x — 2. Hallar el resto de | Resolucion: { hrE
la division de P(x) entre x2 — 1. P(X) = (x + 2)(X + 1) —8(X) + 2x + 3 T B=0
A) =X + 2 A=-1
B) —3x + 5 ->P(1)=1
C) —x & PO) = (x + 3)(x = 1)Q(x) + x =2 ® Respuesta: C) —x
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FACTORIZACION — MCM Y MCD

° DESARROLLO DEL TEMA

FACTORIZACION
I. DEFINICION ? C. Numero de factores primos
La factorizacion es un proceso contrario a la multiplicacién, En la cantidad de factores no repetidos que tienen el
el cual no esta sujeta a reglas, especificas, su operacion polinomio, dependiendo sobre que campo numérico
depende de la practica adquirida. En esencia es la se factorice.
transformacién de un polinomio en un producto indicado Ejemplo:
de factores primos dentro de un determinado campo a) Px)=x*-36=(x2+6)x>*—6)
numérico. = P(x) = tiene 2 factores primos en Q.
Un polinomio estd definido sobre un campo numérico,
cuando los coeficientes de dichos polinomios pertenecen b) P(x) =x4—-36 = (x> + 6)(x + Jg)(x - 1/6)
al conjunto numérico asociado a dicho campo. = P(x) tiene 3 factores primos en R.
Hay tres campos de importancia.
*  Racional (®) Q) PX)=x"—36= (x + W6)x—W6)x + V66 —6)
* Real (R) = P(x) tiene 4 factores primos en C.
e Complejo (T)
Ejemplo: II. METODOS PARA FACTORIZAR
i) P(x) =2x?>—7x + 3, esta definidoen ®, Ry C. A. Método de factor comun

El factor comuin esta contenido en todos los términos

.. — 5 — r .« .
) Q) = ﬁx +3x 1/5’ esta definido en Ry €, pero de la expresion algebraica a factorizar, con el menor

no en @. exponente; puede ser monoémico o polindmico.

i) R(x) = x3 = ix + 2i — 3; esta definido solo en: Ejemplos: _
. 1/_ 1. Factorizar

€ =~-1) N = 2x%3 + 2x%22 + 2x*
A. Factor o divisor Resolucion:

Es un polinomio de grado distinto de cero que divide El factor comdn es: 2x* de donde.

exactamente a otro. N=2x*(y3+22+1)
B. Factor primo Factorizar

Es un polinomio sobre un campo numérico el cual A = (a® + b)x + (a% + b)y + (a + b)z

no se puede transformar en el producto de dos

polinomios sobre el mismo campo numérico. Resolucion:
Ejemplo: El factor comdin en este caso es: (a® + b), de donde:
1. P(x) = x2—136 A= (@ +b)(x+y+2)
No es primo en @, ni en R; ni en €, ya que puede
expresarse como: B. Factorizacion por agrupacion de términos
P(X) = (X + 6)(x — 6) Consiste en agrupar convenientemente de forma que
2. Z(x)=x2=-7 se tenga factor comunes polindmicos.
Es primo en @ pero no en, ni en € dado que: Ejemplo:
R(x) = (x + 4i)(x — 4i) ® Factorizar: P = (ax + by)? + (ay — bx)?

SAN MARCOS @ ALGEBRA TEMA 8
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Resolucion:
Desarrollando por productos notables.
P = a®? + 2abx + b%y? + a%y? — 2abxy + b%?

Simplificando:

P =a%2 + b%y? + a%y? + b2

Agrupando el primero con el tercero y el segundo con el
cuarto, se tiene:

P = (a%? + a%y?) + (b?%? + b*?)

P =a%(x® + y?) + b%(x% + y?)

P = (a? + b2%)(x% + y?)

C. Método de Identidades
1. Diferencia de cuadrados
Para factorizar se extrae la raiz cuadrada de los
cuadrados perfectos y se forman un producto de
la suma de las raices.
Multiplicadas por la diferencia de las mismas. En

geberal:
(aZm — b2n - (am + bn)(am - bn))
L
am  b"

2. Trinomio cuadrado perfecto
Su forma general es:

(az“‘ +2a"b" = bz“‘)

2a™mp"

(iguales)

(aZm + 2ampn b2n

(@™ + b"?)

3. Suma o diferencia de cubos
En esta base recordamos los productos notables.

a3m + b3n = (am + bn)(aZm —amp" + b2n)
a3m —_ b3n (am —_ bn)(aZm + ambn + b2n)

Ejemplos:
Factoreizar:
F=x8-81y®
Resolucion: Extrayendo v alos térmios, se
obtiene:
F=x8-81y8
N
Suma —>x* gyt
N

Suma x dif —>x2  3y?

De donde: F = (x* + 9y*)(x® + 3y?)(x®— 3y?)

SAN MARCOS
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Factorizar:

P=(a+b) +c3a+b)*—c*a+b)>-c’
Resolucion:

Haciendo (a + b) = x, se tendria.
P=x"+* ==

Factorizando de 2 en 2
P=x*03 + c3) = c*E + &)

Siendo el factor comin: x3 + ¢
P=0C+A3A)*-ct

Factorizando la suma de cubos y la diferencia de cuadrado,
obtenidos finalmente.
P=(x+c)(x2=xc+ cA)(x?* + )X + c)(x—¢)

Factorizar:
M = 3ab(a + b)+ 3(a + b)%c + 3(a + b)c?

Resolucion

Factorizando: 3(a + b); se tiene:
M = 3(a + b)[ab + c(a + b) + 2]
M = 3(a + b)[ab + ac + bc + ¢?]

Factorizando en el corchete 2 de 2:
M = 3(a + b)[a(b + ¢) + c(b + ¢)]
Siendo: (b + c) el factor coun, se tendria como factores.

M= 3(a+ b)(@a+c)b +c)

METODO DE ASPA SIMPLE

Se aplica en expresiones trinomias de la forma:

(ax®™ + bx™y" + cy2")

Se descompone en factores los extremos y la suma de
los productos en aspa debe ser igual al término central.
Es decir dado:

ax®™ + bx™y" 4 cy?"
m

a,X >< CY" —>a,5C,
ax™ ay"—>a,C,
b

Los factores se toman horizontalmente:
(alxm + clyn)(aZXm + CZyn)

Ejemplo: Factorizar:
P = 64a'2b3b® — 68a%b” + 4a*blt

Resolucion
Siendo el factor comUn: 4a%b®
Se obtiene:

P = 4a%b3 [16a® — 17a*b* + b8]

ALGEBRA
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Aplicando aspa simple al corchete. ®
16a“><:—b4 —>a%p*
at -b* —> 16a%b*
17a**

P = 4a%b3 (16a* — b*)(a* — b%)

Factorizando la diferencia de cuadrados; obtenemos:
P = 4a*b3(4a® + b?)(2a — b)(a% + b?)(a + b)(a—Db)

Factorizacion por aspa doble este método es aplicable
para poinomios de la forma:

(axz“‘ + bx™y" 4 V2" 4 dx™ + ey" + f)

El polinomio debe presentar cierto orden para poder
factorizarlo.

1. Debe tener 6 términos, si falta alguno de ellos, se
reemplaza por ceros.

2. Con respecto al primer trinomio, los exponentes
centrales deben ser la mitad de los extremos y en
el cuarto y quinto término se repiten los exponentes
centrales.

Forma de factorizar
1. Estando ordenado los términos del polinomio, se
trazan dos aspas de la siguiente forma:

F = (ax®™ + bx™y" + cy?" + dx™ + ey" + f)

>

2. Descomponemos en factores los coeficientes de Iso
términos extremos multiplicados en aspa y sumados
deben verificar "al cuarto término".

F = (ax®™ + bx™y" + cy?" + dx™ + ey" + f)

Deben cumplir que:
a fp
a, fy
d

3. A continuacién descomponemos en factores el
coeficiente del tercer término. La primera aspa debe
verificar al coeficiente del segundo término y la
segunda aspa debe verificar el coeficiente del quinto
término.

4. Los factores se obtienen tomando las técnicas de las
aspas en forma horizontal.

ALGEBRA
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En conclusion:

F=ax2m + bx™y" + cy? + dx™ + ey" + f

f2—>a1+2

b
CHS} Cif;
a4 Cofy
b C

f=(ax™ + cy" + fy)(ax™ + cZy" + f,)
Ejemplo:

Factorizar:
F = 20x*—21y® + 13x%y3 = 2x2 + 23y3 -6

Resolucion:

Ordenando el polinomio deacuerdo a las reglas dadas,
se tiene:

F = (20x* + 13x?%y3 — 21y% — 2x2 + 23y3 —6)

"
5x2 3—>-12

-2

Dado que estad verificado el cuarto término,
descomponemos en factores el "tercer término".

F = 20x* + 13x2%y3 = 21y6 — 2x2 + 23y3 -6
< ><2 o
3——12
—15 14
13 23

Como se han verificado todos los términos, los factores
son:

F=(4x2=3y? + 2)(5x% + 7y3 - 3)
Ejemplo:

Factorizar:
P = 12a%2 — 4b2 — 12¢2 — 2ab + 7ac + 14ac

Resolucion:
Ordenando convenientemente, se tendria:

P = 12a? — 2ab — 4b? + 7ac + 14bc — 12¢3
3a 4c —» 16
43 ><:—3c—>—9

7
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Dado que el cuarto término esta verificado,
descomponemos en factores el tercer término.

P = 12a% — 2ab — 4b? + 7ac + 14bc — 12¢?)

S —

3a ><—2b>< 4c —> 16

4a __g 2b § —3c—>-9
-2 14 7

Como todos los términos estan verificados, entonces:
P = (3a—2b + 4c)(4a + 2b —3¢)

Doble Aspa: Caso especial

Polinomio de cuarto grado

El polinomio a factorizar debe tener cinco términos o
en su defecto debe completarse con ceros, su forma
candnica es:

(ax® + bx3 + ox? + dx + e)

P

El problema central consiste en descomponer cx? en
dos términos, dispuestos en la siguiente forma:

2 2

Cyx% | cpx

tal que: c; + ¢ =c¢
Forma de factorizar:
. Se descompone en factores los coeficientes de los
términos externos del polinomio de cuarto grado, de
forma que:
a=a;.a, Y

C=¢ .6

Multiplicando en aspa y sumando los productos
respectivos, obtenemos c,, es decir:

fzax*+ b3 +cx2+dc+c

5> S
a C=a,6

G

Luego se obtiene por diferencia:
C=C=0

. C, se descompone en factores:
C, = C, . C, donde la primera aspa verificaa by la
segunda aspa veridia a a.

fzax*+ b3 +cx2+dx+e

SAN MARCOS
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3. Los factores se toman horizontalmente:
f=(a;x% + C2x + ¢;)(@x® + C X + Cy)

Ejemplo:
Factorizar:
P(x) = 20x* + 23— 11x® + 19x — 15

Resolucion:
Descomponiendo en factores los términos
extremos, para determinar c, se tendria.

P(x) = 20x* + 2x3 — 11x% + 19x — 15

—6x2 | —5x2
4x2 3 — 15x2
5x2>< ><:—5—>—20x2

5x2

5 P(X) = (4x% = 2x + 3)(5x% + 3x = 5)

Factorizacién por divisores binomios

Este método se basa en el criterio del teorema

del resto.

i) Si: P(x) es divisible entre (x — a), entonces:
P@) =0

i) Si: P(x) es divisible entre (x + b), entonces
P(=b) =0

Observando en forma inversa:
i) Si: P(x) = 0; entonces un factor es (x — a)
i) Si: P(x) = 0; entonces un factor es (x + b)

Caso de polinomios moénicos
El polinomio modnico se caracteriza porque el coeficiente
de su maxima potencia es igual a la unidad.

1. Se hallan todos los divisores del término independiente
del polinomio P(x) a factorizar, los divisores se
consideran con el signo mas y menos.

2. Cada divisor con signo (+) o signo (—) se evalta en
P(x), si alguna de las evaluaciones vale cero, hemos
encontrado un factor lineal.

3. Serecomienda encontrar una cantidad de ceros igual
al grado del polinomio P(x) menos dos.

4. Los demas factores se encuentran aplicando la regla

de Ruffini.
Ejemplo: Factorizar: f(x) = x* — 2x® — 16x> + 2x + 15

ALGEBRA
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Resolucion: ¢ .. Los divisores a evaluar son:

Notese que el polinomio es de cuarto grado,

entonces. 1236411 3.2
236 2 3

1°La cantidad de ceros a encontrar por Evaluando:

A + 40 — 90 =
evaluacion es: 4° — 2° = 2 1 P=1)= 61 + 131\ 291 — 431V~ (~1) + 6
P(=1) = 0 = un factor es: (x + 1)
20 p(=L) (=LY +13(=L1) —20(- L) (-1
o(-3)=6(-3) +13(~3) ~2(-3) ~(-3)+s
3° Evaluando 1 1
a)f(l)=1-2-16+2+15=0 P(_T) =0 = otro factor es:(x+?)
entonces un factor es: (x — 1) s . , "
30 p(L)=6(L) +13(L) —29(L) -43(L) -(L)+6
b) f(=1)=(=1)4=2(=1)*~16(=1)2+2(=1)+15 (31) (5] +) (3] . (5 -6
f(0) = 0; entonces otro factor lineal es: P(§) =0 = otro factores :(x —3)
(x + 1).

2° Los divisores del término independiente 15
son £(1; 3; 5; 15)

Aplicando Ruffini se tendria:
4°  Por la regla de Ruffini

:)Z:_:-!_:%:QE 1 =2 —16 42 +15 X =16 +13 =29 —-43 -1 +6
I:X = 1 —=1 =17 —=15 -1 \ -6 -7 +36 +7 -6
EETE0) 1 -1 17 15 o A
I:x S —1 42 +15 J =3 -2 +19 -6
16 +4 =38 +12 | 0
1 =2 =15 | 0 X ==
. 310 #2 +2 -2
~SP(x) = (x = 1)(x + 1)(x* = 2x —15) 6 +6  +36 | 0
El factor cuadratico es mas facil de factorizar,
obteniendose. . _ 1 1\, 2
POX) = (x = 1)(X + 1)(x = 5)(x + 3) .- P(x)—(x+1)(x +?)(x—§)(6x +6x —36)
c d i . .. Simplificando y factorizando el término cuadratico
aso de polinomios no ménicos. se obtiene:

Sea P(x) el polinomio a factorizar: P(x) = (x + 1)(2X + 1)(3x = 1)(X + 3)(x = 2)

1° Se hallan los divisores correspondienyes al
término independiente de P(x) y los divisores
correspondientes al coeficiente de la maxima
potencia.

Factorizacion de expresiones reciprocas:
Las expresiones reciprocas se caracterizan porque los
términos equidistantes de los extremos son iguales.

. . Debemos tener en cuenta lo siguiente:
2° Los divisores a evaluar son los divisores del

término independiente mas las fracciones
que se obtiene al dividir los divisores del
término independiente entre los divisores
del coeficiente de la maxima potencia.
Ejemplo:

Factorizar:

1. Si la expresion es reciproca de grado impar uno
de sus factores es (x + 1) y este factor estara
multiplicando por una expresion reciproca de
grado par.

2. Si la expresion es reciproca de grado par los
coeficientes equidistantes de los extremos son

P(x) = 6x° + 13x* = 29> =432 —x + 6 iguales y el Gltimo término es positivo.

Ejemplo: P(x) = ax* +bx3®+ cx? bx + a

Resolucion:

Como el polinomio es de grado 5 a lo mas Formas de factorizar:
debemos encontrar "3" ceros. 1. Se factoriza la variable que se encuentra elevado
Los divisores del primer coeficiente y del a un exponente igual a la mitad del grado de la
término independiente son: expresién dada.

2. Se agrupan los términos equidistantes de los
P(x) = 6x° + 13x* = 29x3 —43x>—=x + 6 extremos quedando en cada grupo un término

€en X y su reciproco.
1(1; 2; 3; 6) +(1;2;3;6) § 3. Se reemplaza el grupo de menor potencia por
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una letra diferente de x y las otras potencias se @
encuentran en funcion de esta letra.
Ejemplo:
Factorizar:

P(x) = 6x* + 35x + 62x> + 35 + 6

Resolucion:

Dado que el grado de P(x) es 4; factorizamos: x2;

obteniendo:

P(x) = x2 [6x2 +35x + 65 +£+i}
X x?

Agrupando los términos equidistantes de los

extremos:

=2 2,1 1
P(x) = x [6[x +7J+35(x+7)+62]

Haciendo: x++=a=x2+-L =a-2
X x2

Pamer

con lo cual:
P(x) = x?[6(a2 — 2)+ 35(a) + 62]
P(x) = x2 [6a% + 35a + 5a]

Por aspa:
6a + 35a + 50

3a 10— 20a
a5 — 153
35a

P(x) = [3a + 10][2a + 5]

Como: x +% =a; se tendria
P(x) = x [3(x +%) +10][2(x +%)+5}
Pe) = (3x2 +10x +3) (22 +5x +2)

Nuevamente por aspa simple:
P(x) = B3x + 1)(x + 3)(2x + 1)(x + 2)

MCD Y MCM

MAXIMO COMUN DIVISOR (MCD) b ¢

El maximo comun divisor de dos o mas polinomios

es el polinomio de menor grado y menor coeficiente

numérico(prescindiendo de los signos) que es factor (o

divisor) de los polinomios dados.

¢ Para hallar el MCD de varios polinomio se procede de
la forma siguiente:

1. Se descompone cada polinomio en el producto de
sus factores de la forma siguiente.

2. EI'MCD es el producto obtenido al tomar todos los
factores comunes elevando a la menor potencia
con la que entran a formar parte en cada uno de
los polinomios.

Ejemplo:
Dados los polinomios:

A = 24a5b3c%; B = 18a3b*c®

Como: A=23.3.a°b2cS
B=2.3%.a3b*c®

Luego: MCD(A; B) = 2. 3a3 ¢®

El cudl es la expresidn de mayor G.A. que estd
contenida en A y B simultaneamente.

Determinar el MCD de:

A = 2x2 + 2xy A B = 4x% — 4xy

Factorizando: A = 2x(x + 4)
B=22x(x—4)
MCD. (A ; B) = 2x ®

@)

Observacion:

Dos 0 mas polinomios son primos entre si, si su MCD
es la unidad. Dos 0 mas polinomios son primos entre
si, si su MCD es la unidad.

1. EL MINIMO COMUN MULTIPLO (MCM)

En dos o mas polinomios el polinomio de mayor grado y

mayor coeficiente (prescindiendo de los signos) del cual

es factor (o divisor) cada uno de los polinomios dados.

e Para hallar el MCM de varios polinomios se procede
de la forma siguiente.

1. Se descompone cada polinomio en el producto de
sus factores primos (se caracteriza).

2. EI MCM es el producto obtenido al tomar todos
los factores, comunes y no comunes elevados a la
mayor potencia con la que entran a formar parte
en cada uno de los polinomios.

Ejemplos:
Dados los monomios:
A =160x7 . y3 7%, B = 192x%5w
Como: A =25.5x y3 72
B=126.3x*y5w
Luego: MCM(A; B) = 2. 3. 5x7y5z%w
Finalmente: MCM(A; B) = 960x”y%z%w
El cual es la expresion de menor G.A. que contiene
exactamente a A y B simultaneamente.
Se tienen los polinomios:
P=53(x+ 1)2 Bx + 1)(x*—x + 1)7
Q =3x%(x + 1)*Bx—=1)(x*=x + 1)
Se obtiene:
MCM (P; Q) = 15x3(x+1)*(3x+1)(3x—1)(x>=x+1)7
Siendo este polinomio, el de menor G.A. que
contiene a las expresiones Py Q.

ALGEBRA




~5

Pamer

FACTORIZACION — MCM Y MCD

° PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1
P(X) =x5+x+1

A) P(x) = (2 + x + 1)[X3(x = 1)+ 1]
B) P(x) = (x® + x + 1)[x3(x — 1)+ 1]
C) P(X) = (x* + x + 1)[x*(x + 1)— 1]
D) P(x) = (x> + x + 1)[x3(x — 1)— 1]
E) P(x) = (3 + x + 1)[Xx3(x — 1)+ 1]

Resolucion:

Restando y sumando x?, se tiene:
PX)=x®=x2+x2+x+1
PX)=x2(C—=1)+ (2 +x+1)

P(x) = x2(x= 1)+ x + 1)+ + x + 1)
Extrayendo el factor comdn:

x2 + x + 1, se tiene

P(x) = (x® + x + 1)[x3(x = 1)+1]

Respuesta: A) P(x) = (5° +x + 1)
Dox-1)+ 1]

Problema 2

Px) =x" +x2 + 1
A) P(x) = 0C+x+1)(x5=x*+x2—x+1)

ALGEBRA

R(m) = (m? + 5m + 5)2—12m(m + 5)—49
A) R(m) =(m +4)(m=1){m + 4)(m + 1)
B) R(m)=(m + 3)(m=1)(m + 4)(m + 1)
C) R(M) = (m +5)(m=1)(m +4)(m + 1)
D) R(m)=(m + 1)(m=1)(m + 4)(m + 1)

B) P(x) = (x*+x—1)(x>-x*+x?>- x+1) 9 Problema 3
C) P(X) = (2+x+1)(x5=x*+x>=x+1)
D) P(x) = (x3=x+1)(x*—x*+x2— x+1)
E) P(x) = (x%4+x4+2)(x*—=x*+x2—x+1)
UNMSM 2004-T
Resolucidn:

Restando y sumando x*, tal como sigue:
PO =x"=x*+x*+ x>+ 1

PX) =x*0E =1+ (x* +x%>+ 1)
PO)=X0=1) 04X+ 1)+ +x+1)(3=x+1)
Extrayendo el factor comin: x? + x + 1
resulta:

PO)=(¢% + x + DA x— 1)+ (2 =x + 1)]
Finalmente:

PO) =02+ x+ 1) =x*+x2=x+1)

Respuesta: C) P(x) = (X° +x + 1)

=X +xX2-x+1)
®

E) R(m)=(m + 6)(m=1)(m + 4)(m + 1)
UNMSM 2006-1

Nivel Intermedio

Resolucion:

Efectuando convenientemente el 2°

grupo de términos y descomponiendo:

—-49 =-60 + 11

Se tendra:

R(mM) = (M? + 5m + 52 —12(m? + 5m)—60+ 11

Factorizando: (—12) en la demarcacion,

resulta:

R(m) = (m?+ 5m + 5—11)(m? + 5m + 5—1)

R(m) = (m? + 5m—6)(m? + 5m + 4)

Respuesta: E) R(m) = (m + 6)
(m—1)(m + 4)(m + 1)

SAN MARCOS
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TEMA 9

TEORIAS DE ECUACIONES

° DESARROLLO DEL TEMA

I. ECUACIONES POLINOMIALES ? C. Multiplicidad de raices
Sea el polinomio: Considerando la ecuacién polinomial:
(x=1>3(x—4)%(x=3)=0

Py = X" + 3, x" a3, x"2 + ... +ay; a, %0 ) )
se observa que hay una raiz 3, dos raices 4 y tres

Tenemos entonces la ecuacion polinomial: raices 1. Entonces diremos que 3 es una raiz simple,
Pog = ax"+a,_x"l+a _x"2+..+a,=0 4 es una raiz doble y 1 es una raiz triple.
A. Teorema fundamental del algebra Definicion

Todo polinomio: Diremos que r es una raiz de multiplicidad m, m 2

1, de la ecuacion polinomial P(x) = 0. Solamente si,

Poy=ax"+a _x"t+a x"2+..4+a,:a %0
G = n® T -1 n-2 0% P(x) = (x —1)™Q(x), donde Q(r) = 0.

De grado n > 1; admite al menos una raiz compleja.

Nota:
Si "n" es impar siempre admite al menos una raiz real.

. Teorema de Cardano
Viene a ser la recopilacion de las relaciones que
hay entre las raices de la ecuacion P(x) = 0 y sus
respectivos coeficientes.

B. Teorema del factor
Caso 1

Consideremos una ecuacion de 2.° grado:
ax’> +bx+c=0;a=0

Todo polinomio P(x) de gradon (n2>1); a,=0

P(X) = apx" +a,_ X"t +a,_,x""2 +...+ap;a, = 0)

Puede ser descompuesto en "n" factores de grado cuyas raices son ry y ry.

1, esto es:

P(x) = a,(x = 1)(X = )(X = 13)...(x = 1,,), donde ry, Del teorema del factor tenemos:

Fy T3, ...F, SON raices de P(x). a(x —r)(x—r,) = 0; ry y rp son raices como ambas

. . ecuaciones son equivalentes:
Nada impide que haya factores iguales, lo cual q

e o 2
originaria que haya raices iguales. Por lo tanto: ax“+bx+c=ax—r)(x—r)
N.° soluciones < N.° raices Dividiendo todo entre a:
x? +%x +% =(X=nR)x=n)

Nota:
e Si todas las raices de la ecuacion son diferentes
entonces el nimero de soluciones es igual al
numero de raices.

Operando el segundo miembro:

b

x2+€x+%=x2—(r1+r2)x+r1-r2

e Si al menos dos raices son iguales entonces el Entonces de la igualdad tenemos:
numero de soluciones es menor que el nimero
de raices.

I
- o Em EE O O EE EE O O EE O O EE EE EE S e Ee Ee e o [ J

SAN MARCOS ALGEBRA TEMA 9
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Caso 2 - or * a,#0,si a,, a,_y, a,_y, ...ap € ®; se cumple que si la
Consideremos una ecuacion de 3.°" grado L ,
ecuacion tiene una raiz de la forma a + 1/5 (JE ¢ lN) ;

ax®+bx2+cx+d=0;a=0 ) _
, entonces la otra raizes a— 1/5 llamada conjugada.
donde ry, r,, r3 son raices.

Aplicando el teorema del factor: Teorema 2
a(x =n)(x=n)(x—r3) =0 Sea la ecuacion polinomial
Igualando: Py = X" + 3, X" +a,_x"2 4. +a;=0.

3 2 !
ax” +bx“+cx+d=a(x—r)(X—=r)(xX—r .
(X =m)x =R)x =) a, # 0, Si a,, a,_y, 8,_y, -3 € R, se cumple que la

Dividiendo ambos miembros entre a: ecuacion admite como raiz a Z = o+ i, entonces
x3 +%x2 +%x +% =(x=r)(X=r)(Xx—r) también admite como raiz al nimero Z=a—Bi;

llamado el conjugado de Z.
Operando el segundo miembro:
d
a
(R -H+nr3+r -RX=f:5-I3

=X3_(|—1+|—2+r3)xz+ B T N

C+lx2+Ex
a a

Nota:

. Si la ecuacion polinomial tiene coeficientes racionales
Entonces de la igualdad tenemos:

entonces se admite una raiz de la forma a ++b g

b C
r1+r2+r3=_— rl-l’2+r1-r3+r2-l’3=— ,
a. a. entonces las otras raices son de la forma +a —+b ;
horyrp=—-3 —Va++b. —a-+b
1772713 a ’
casogeneral - O O O EE EE O S EE S S S EE NS S S B Em
Dada la ecuacion:
P(x)=ax"+a,_ X" +a _x"2+ ...+ a,=0; F. Teorema de René Descartes
a, # 0, cuyas raices son ry, ry, f3, ... r,; tenemos: Llamaremos a este teorema Regla de signos de
Descartes. En este teorema se hace mencion a la
1. Suma de raices cantidad de raices reales (positivas o negativas) que
3 puede tener una ecuacion polinomial de grado "n".
H+n+r+..+r =—-0=L =3 3" n-1 n-2
1772773 n a, Py = anX" +an X" +an X" " +..+ag
;az0
Tendremos:
2. Suma de productos binarios
1. El ndmero de raices reales positivas de una
R AT T T an—2 ecuacion polinomial P(x) = 0, serd igual al nimero
an de variaciones de signos que presenten los
coeficientes de P(x), es menor que esta cantidad
3. Suma de productos ternarios en un numero par.
a Ejemplo:
— ~%-3 S
N+ n-H-G+.th o fhyh= a, x> =3x? +4x+5=0; esta ecuacion tiene dos
raices reales positivas debido a que hay dos
. cambios de signo del 1.°" al 2. término y del 2.°
4. Producto de raices ot 9 Y
al 3.° término.
— 120 x° + 4x% + 5x — 6 = 0; esta ecuacion tiene una raiz
f-h-hod, =(=1)"— B
an real positiva.

2. El ndmero real de raices reales negativas de
la ecuacion P(x) = 0, sera igual al numero
de variaciones de signos que presenten los
coeficientes de P(—x), o, es menor que esta
cantidad en un nimero par.

E. Teorema de paridad de raices
Teorema 1
Sea la ecuacion polinomial:

Py = anx" +a,_x" + an_ X" +..+a,=0; )\

TEMA 9 ALGEBRA SAN MARCOS
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° PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1 ® =7(x+1)=-3 ® Entonces:

Sea el polinomio: P(x+1) = 8x> + 46x*> + 61x + 20 1/22 + (=1/2)% + (=2)2 + (2)> = 17/2
P(x) = 8x3 + ax® + bx + c

Que tiene como raices a: =3, =1/4, 1/2. Respuesta: 8x> + 46 + 61x + 20 Respuesta: 17/2

Entonces P(x + 1) es:

A) 8 + 41x2—3x—3

B) 8x3 + 22x2—17x -3
C) 8x3 + 46x2 + 61x + 20
D) 8x3 + 37x% + 6x — 12

Problema 3

Se sabe que las raices de la ecuacion:
x2=12x2+x=28=0

Estan en progresion aritmética. Halla el

Problema 2
Halla la suma de los cuadrados de las
raices de la ecuacion:

E) 8x3 + 35x2—7x—3 43 =172 +4 = 0 valor de "r".
A) 20 B) 24 C) 39
unmsm 2005-rr | M) ~1/2 B) 0 D) 16 E) =20
NiIveL INTERMEDIO | C) 17/2 D) -9 UNMSM 2006-I
» E) 8 NIVEL INTERMEDIO
Resolucion:
Aplicando el teorema de Cardano: UNMSM 20041 | o o colucion:
—a NIVEL FACIL )
g = =3=-1/4+12=>a=22 Sabemos que las raices son:
b Resolucion: e
g = (3)(=1/4) + (=3)(1/2) + Aplicando el teorema de Cardano:
(1/2)(-1/4) =>b ==7 Factorizando: a—-n+a+a+n=12/1=a=4
= _ 4 o2 a (4= n)(4)(4+n) = 28/1 =>n = 3
g — (3EYNA/2)=c=-3 4); 17X2+ 4=0 Entonces las raices son: 1; 4; 7
Entonces: (" =-1)x" =4 =0 Luego: 14+ 1.7 + 4.7 = r/l=>r =39
P(x) = 8x3 + 22x% — 7x — 3 42=1 =0;x*-4=0 -
X =x+1= P(x+1) = 8(x+1)>+22(x +1)? ® X=£1/2;x = 42 ) Respuesta: 39

SAN MARCOS @ ALGEBRA TEMA 9
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TEMA 10

NUMEROS REALES. AXIOMAS,
TEOREMAS. DESIGUALDADES

0 DESARROLLO DEL TEMA

1. DEFINICION ® 5. Sia e R! (—a) € R /a+(—a) = a+(-a)
Los nimeros reales (designados por RR) incluyen tanto Elemento inverso aditivo
a los nimeros racionales (positivos, negativos y el cero)
como a los néimeros irracionales. B. Axiomas de la multiplicacion
1. SSaeRybeR—(ab) eR
A. Numeros naturales (IN) Clausura

N=A{0;1;2;3; 4.} 2. Siab=ba;abe R

B. Numeros enteros (Z) Conmutatividad
Z={.;=2;-1;0;1; 2.} 3. Si(a.b).c=a.b.c);abceR
Asociatividad
C. Numeros racionales (Q) 4, Si'llal=1la=a aelR
Son aquellos nimeros que se pueden expresar como Elemento neutro multiplicativo

una fraccion de términos enteros.
Ejemplos:

e6=18_,6ca
3

5. Sia e R—{0}!(1/a) e R /a.(1/a) = (1/a)a=1
Elemento inverso multiplicativo

III. RELACION DE ORDEN

1
® 0/2 == 012 ® - .y , .
5 - < Dado un conjunto A distinto del vacio donde se define R

en A.
D. Numeros irracionales (I) R es una relacion de orden en A si verifica las siguientes
Son aquellos numeros que no se pueden expresar propiedades:
como una fraccién de términos enteros. ) i
Ejemplo: e (a;a) eR; V a e A (Propiedad reflexiva)

e 45 e Si(a;jb)eR;Aa(bja)eR=>a=b
(Propiedad antisimétrica)
V7

_ e (@;jb)eR;A(b;jc)eR=>(a;c)eR
m = 3,141592... (Propiedad transitiva)
Entonces podremos decir que el conjunto A es ordenado

II. AXIOMAS DE LOS N(JMEROS REALES usaremos los siguientes simbolos:

A. Axiomas de la adicion

) > "mayor que"
1. SlSaybeR— (a+b) e R Estrictos < "menor que"
Clausura
2. Sia+b =b+a; a,b e R No 2 "mayor o igual que"
Conmutatividad estrictos | < "menor o igual que"
3. Si(a+b)+c = a+(b+c); a, b, c e R
Asociatividad A. Clases de desigualdad
4. Sil0/a+0 =0+a=a acR 1. Desigualdad absoluta
| . Aquella que se verifica para todos los valores reales
Elemento neutro aditivo ® q q P

SAN MARCOS @ ALGEBRA TEMA 10




~>

, Pamer
NUMEROS REALES. AXIOMAS, TEOREMAS. DESIGUALDADES

que se asignen a las letras que intervienen en ella. @ B. Intervalo abierto

Ejemplos: (a; by = {x e R /a < x < b} en el cual no se incluye

e x2410 > 0 (Se verifica V x € R) los extremos "a" y "b".
e (a=b)? > —1 (Se verifica V a; b € R)

—00 X +o0

a b

2. Desigualdad condicional

Aquella que se verifica para determinados valores L. .
de sus letras (inecuaciones) C. Intervalo semiabierto o semicerrado

Ejemplos: [a;by={xeR/a<x<b}

e x=5 > 3 (Se verifica solo para x>8)
—®0 X 4+
e (x=1)2 <0 (Se verifica solo para x=1) < s b 3>
B. Definiciones relativas a desigualdad (@;b]={xeR/a<x<b}
"a" es positivo <> a > 0
. —®© X +o©
"a" es negativo <> a< 0 < s >
a

a>be a-b>0
a<be a-b<0
azbeo a>bda=b
a<be a<bda=b

D. Intervalo infinito o no acotado
@; +o)y ={x eR /x> a}

—00 | X _+oo
a

oV h N

C. Teoremas relativos a desigualdades
Siendo a; b; c; d e R

1. Sia>bab>c= a>c (Propiedad transitiva) [a; +o) ={x e R /x 2 a}
2. Sia>baceR=atc>btc T’
3. Sia>bac>0= ac>bc < pt®
4. Sia>bac< 0= ac<bc a
5. Si a>b (—o; b] = {x e R /x < b}
c>d B LA
= a+c>b+d —00 W i
6. Si a>b b
c<d -
= a—c>b—d : Observaciones: :
7. Si a; b; c tienen el mismo signo | *R = (—w; ) 1
a<b<c:>%>%>% : o R* = (0; ) :
8. Siendo a; b; c del mismo signo _ _' ]1_2__=_<__°°;_0)_ R |
a<b<cA"n"impar=>a" < b" < "
9. Siendo a<b<c A "n" par V. OPERACIONES CON INTERVALOS
*Si: a; b; ¢ positivos = a" < b" < " A. Union y disyuncion "J"
¢Si: a; b; c negativos = a" > b" > " |AuB ={xeR/xeAvXxe B}|
¢ Si: a y c de signos contrarios = 0 < b" < mayor Ejemplo:
potencia hallada Sean:
A = [2; 5) hallar "A U B"
IV. INTERVALOS B=[47
Los intervalos son subconjuntos de niimeros reales que Graficando:
graficamente son segmentos de recta o semirecta y cuyos 17—1
elementos satisfacen ciertas desigualdades. Son de varias < SN
clases: 2 4 5 7
A. Intervalo cerrado Luego: AUuB =1[2;7)
[a; b] = {x e R /a < x < b} en el cual se incluye los AUB={x/2<x<7}

extremos "a" y "b".

B. Interseccion y conjuncion "N"

< > |AmB={Xe]R/XeA/\XeB}|

SAN MARCOS ALGEBRA TEMA 10
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Ejemplo:

Sean:
A = [4; 9) hallar "A N B"
B = (6; 12)

Graficando:

S I R
4 6 9

Luego: Sean AnB = (6; 9)
ANnB={x/6 <x<9}

. Diferencia

[A—B={xeR/xeAnxeB}|

Ejemplo:

Sean:
A = [3; 10) hallar "A —= B"
B =(5; 8)

Graficando:

<
<

35 8 10

Luego: A—=B =[3; 5]1U]I8; 10)
A-B={x/3<x<5v8<x<10}

. Complemento AS; A'
| Al={xeR/x ¢ A} |

Ejemplo:
Sean:

A = [2; 7) hallar "A"
Graficando:

2 7

A' = (=ow; 2) U[7; +0)
A'={x/x<2vx>7}

VL. RADICACION EN R
|Vazbobi=al

° PROBLEMAS RESUELTOS

D) (xeRr/x<-1}
E) {x e R /x=0}

Problema 1

Halle el conjunto de los nimeros reales
X, tal que la suma del nimero x y su
inverso multiplicado sea mayor que 2.
A {xeR/x>0Ax=1}

B) xeR/x>1}

C) {xeR/x<1}

Resolucion:
(x=1)2>0; x =1

ALGEBRA

TEMA 10

Donde:

n = indice (n € R)

a = radicando (a € R)
b=raiz(beR)

Ademas se debe cumplir que:

P P .

N+ =+ *¥— = No existe
Impar + =+ Impa_v: -_
Ejemplos:

« 1-8=-2 porque (-2)% = -8
2
e |9 _3 3 =2
425 =5 porque (5) 25
o 30,027 = —0,3 porque (-0,3) = -0,027

A. Exponente fraccionario

m
Sea % eQn % existe, entonces:

m m
an =Ya" =4

Nota:
Recordar los tipos de exponentes estudiados:
e 3" =aa43.a..a; nelN

1. (1)
&t a

e
L]
Q
[}

- o e o o e o =

P 2 2x+1 > 0= x2+1> 2x

Six>0=>

2
x+1>2
1 X
X+=>2

X

UNMSM 2011 - IT
NIVEL INTERMEDIO

SAXeR/X>0AXx#1}

Respuesta: {x e R /x> 0Ax=#1}

SAN MARCOS
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Problema 2

a++b
b

Sib>0;a2<by 1<

determine 1/5 +a
A) 24ab
B) 3a
C) 2b
D) 2a
E) 2
UNMSM 2011 - IT
NIVEL INTERMEDIO

Resolucion:

e De a2<b= —b <a<qb..(0)

SAN MARCOS

e De 1sﬂ:21/5sa+1/5
b
Jb <a..qm

De()y(I) a<+baraz+b
~a=+b

:>1/B+a=a+a=2a

Respuesta: 2a

Problema 3

o Siay b son dos nimeros reales positivos

O

ALGEBRA

y 1. ﬂ determine el valor de a2—b2.
2 a+b
A) 1 B) 0 0 3
D) 5 E) 7
UNMSM 2005 - IT
NIVEL INTERMEDIO
Resolucion:

Del dato: 12[3 < 1/5

Pero: izb > Jal_b

Esto solamente se cumple si: a=b
Luego: a2—b?=0

Respuesta: 0

TEMA 10
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° DESARROLLO DEL TEMA

I. INECUACIONES DE GRADO SUPERIOR ¢
Es aquella que al ser reducida adopta cualquiera de las
siguientes formas:

X"+ a; X" +a,x"2+ ... +a,>0
X"+ a, X"+ a,x" 2+ ... +a,>0
X"+ a, X" +a,x"2+ ... +a,<0
X"+ a; X"+ a,x" 2+ ... +2a,<0
Donde: x = incdgnita A ne IN/ n > 3, ademas:
{ag; ay; ay; ;@ cR/ag#0
II. METODO DE LOS PUNTOS DE CORTE

Es un recurso que se emplea para encontrar en forma
practica y sencilla el intervalo solucion de una inecuacion
ya sea de 2.9° grado o de grado superior. Para aplicar este
método sera necesario adecuar a la inecuacién a una de
las formas mencionadas en los items anteriores teniendo
en cuenta que el primer coeficiente del primer miembro
debera ser positivo y que en el segundo miembro debera
figurar el cero.

A continuacion se indican los pasos que se deben seguir

para resolver una inecuacion por este método.

o 1.°" paso: Se lleva todo término de la inecuacion al
1. miembro.

e 2.9° paso: Se factoriza totalmente la expresién
obtenida en el 1.%" miembro.

e 3.%"paso: Se calculan los puntos de corte, los cuales
son los valores que asume la incognita al igualar a
cero cada factor obtenido en el paso anterior.

e 4." paso: Se llevan los puntos de corte en forma
ordenada a la recta numérica.

e 5., paso: Cada zona determinada por dos puntos
de corte consecutivos, se sefialan alternadamente de
derecha a izquierda con signos (+) A (=). Se iniciara
con el signo (+).

e 6. paso: Si la inecuacion admite como signo
de relaciéon a: >, o, >; el intervalo solucion estara
representado por las zonas (+). Si la inecuacion

admite como signo de relacién a: <, o, <; el intervalo
solucion estara representado por las zonas (.)

III. INECUACIONES FRACCIONARIAS

Una inecuacién en una incdgnita es de la forma:

P(x) P(x)
Q(x) Q(x)

donde P(x) y Q(x) son monomios o polinomios diferente
de cero.

Para resolver una inecuacion fraccionaria debe tenerse
en cuenta que las inecuaciones:

P(x) P(x)
Qx) Q(x)
P(x), Q(x) > 0 6 P(x).Q(x) < 0 es decir:
si Q(x) = Q%(x) > 0, de donde se tiene:

P(x) - Q*(X)
Q)

P(x) - Q*(X)
<0> —Q(x)

>00

<0;Q(x)=0

>00

< 0; son equivalentes a las inecuaciones

PO
S
PO
S

>0= >0-Q%(x) = P(X)- Q(x) > 0

<0-Q*x) = P(X)-Q(x) < 0

INECUACIONES CON RADICALES
Vienen a ser desigualdades relativas en las que se
presentan radicales y dentro de ellos las variables. Entre

ellas se pueden reconocer a las siguiente formas:
1. 2n,

X<y
Para su resolucion se deberd plantear las siguientes
relaciones:

X20Ay>0Ax<y?"

2. Ax>y

Para la resolucidon de este tipo de inecuaciones se
deberan considerar los siguientes casos:

Caso (A): x>20Ay20AXx >y
Caso (B): x=0Ay <0

SAN MARCOS
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La solucion final de este tipo de inecuaciones viene @ de alglin exponente. Los siguientes son los casos mas
dado por la unién de las soluciones obtenidas en los comunes:
casos (A) y (B).

a¥<aY¥;a* > a¥; a*<aY; a*>aY

3. 2n+1X < y;2n+1x >y
Para resolucién de este tipo de inecuaciones con * Propiedades
radicales que admitan por indice a algin ndmero 1. Siendo a > 1, tenemos:
impar, cualquiera que sea el signo de relacion que e SiaX<al=x<y

se presente, debemos decir que no existe ninguna

o p Xy
restriccion para su resolucion, bastando elevar a e Sia¥>al=>x>y

ambos miembros de la inecuacion a un exponente que Puede observarse que los exponentes presentan el
elimine el signo radical y a continuacion proceder tal mismo signo de relacién que el de las potencias.
como se hizo con los diferentes casos de inecuaciones
estudiados hasta aqui. 2. Siendo 0 < a < 1, tenemos:
e Siia¥X<a¥=x>
V. PROPIEDADES AUXILIARES v

e Siia*¥>a¥=>x<y

A |Ixl2xvxeRr ) = .
Observar que el signo de relacion de la potencia

B. |x + y| < x|+ M;V(X +y)cR se invierte para los exponentes.

2m, 2n .
C. X + 2y 2 0;vx20Ay 20 Observacién:

En aquellas inecuaciones donde intervengan signos

de relacion doble, se procedera de igual modo que

en los casos anteriores. Por ejemplo en el caso (1).
Si:a>1/a*z2a¥=>x2y

o PROBLEMAS RESUELTOS

VI. INECUACIONES EXPONENCIALES
Son aquellas desigualdades relativas, en las que las
incognitas se presentan de modo que forman parte

Problema 1 ® Problema 2 ® Problema 3
Hallar el conjunto solucién de la | Hallar el conjunto solucién de la | Hallar el menor valor de x que satisfaga
inecuacion: inecuacién: |x| + x3 >0 las siguientes inecuaciones:
(x| +1)2-5%+2 5 (|x|+1)14 A) (=1, 0) U (0, +w) a<x<a+20
A) <_3/21 4> B) (_11 0> v <1I +o0) Ix_alz —_ 7|a—x| —-60>0
B) (4; +) C) (=, =1) U0, +o0)
C) (—o0; =3/2) U (4; +) D) (-1, 0y {0, 1) A) a+11 B) a+ 10
D) (=o0; =3/2) E) (—o0, 0) U (0, +o0) C) a+ 12 D)a+9
E) (—o0; =3/2) L (3/2; +w) unmsm2012-1 | E) a+ 8
UNMSM 2010 — I UNMSM 2006-1T
. Resolucion: Resolucion:
Resolucion:
Tenemos: X<0A=x+x3>0 |x—a|2—7|x—a| —60=0
2x2—5x + 2 > 14 x(02=1)>0 |x—al -12
2x2=5x—2>0 x(x+1)(x=1) > 0 |x—al >< 5

(|x=a|-12)(|x=a|+5) 20

2x 3
o< (D - N

(2x+3)(x—4) > 0 -1 0 1 B b
3 X—a<—lZvX—az
N K20 £ xb>0 etz 2
- 5 4 ” x(x*+1)>0
T2 x>0 C.S.: xe [a+12; a+20]

X € (—oo; =3/2) U (4; +o) 2 €S, (=1, 0) U (0, +eo) Menor valor: a+12

Respuesta: (—oo; =3/2) U (4; +x) Respuesta: (-1, 0) U (0, +wx) Respuesta: a+12
([ J [ J
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I. RESOLUCION GRAFICADEUNSISTEMA ®  (2) 3x—y26 & =3x+y<6

DE INECUACIONES LINEALES _ o ys=3x-6 _
Dado un sistema de inecuaciones lineales conformado §em|plano ubicado por debajo de la rectay = 3x - 6,
por dos 0 mas inecuaciones, la solucion grafica de dicho incluyendo a esta.
sistema es la regién que se determina al intersectar YA
todos los semiplanos originados por las inecuaciones que
conforma el sistema. > X
Ejemplo:
Resolver:
2x+y=24 ..(1) —6{
3X=-y26 ..(2)
Resolucion:
Inicialmente graficamos los semiplanos que correspondan Finalmente el conjunto solucién del sistema viene
a cada inecuacion del sistema: dado por la interseccion de los semiplanos hallados,
(1)2x + y >4 & y >4 — 2x; semiplano ubicado por veamos:
encima de la recta y = 4 — 2x, incluyendo a esta.
(1) Ay
y x,
\
4 \
X
4 /2
_61
X ¥
2 2
® (2)
(@) PROBLEMAS RESUELTOS
Problema 1 ® A) 31/4 L =2x+3=2X+2
La suma de las coordenadas de los | B) 31/3 2 2
. iy 2 2x“=5x+2=0
puntos de interseccion de los graficos | C) 41/4 2x=1)(x=2) =0
de las funciones: D) 41/3 1 g
E) 33/4 X=5i¥Y=7
IEhe =20 rs UNMSM 201111 X=2y=
1,9 31
g(x) = % +2 Resolucion: iyt ptS=
: H f(x) =
e ® acemos f(x) = 9(x) ® Respuesta: 31/4

SAN MARCOS ALGEBRA TEMA 12




Pamer
INECUACIONES 11
Problema 2 ® 20 . 75 ® Resolucion:
; 3" X

Calcule la suma de todos los numeros Hacemos [2x| = = +5
enteros positivos que satisfacen ne{2,3,4,5, ..., 75} 2
simultédneamente las inecuaciones: X =X =X -
imu 3' 2“ ' 243 +4+5+.. +75=2849 |3 H>20A[x=FH v == 5]

n n+24

§+ 14ST 4x = x+10 v 4x = —=x—10

nTH -29<-10 Respuesta: 2849 | y > _i5 A [x =1T0 v x=—2]
A) 2849 B) 2848 Problema 3 x = 10/3; y = 20/3
C) 2850 D) 2949 Halle el area de la region limitada por x==2;,y=4
E) 2948 el sistema.

UNMSM 2008-IT f(x) = 2x]| (=2,4)
g(x) = % +5 S (10/3,20/3)
Resolucion:
20 A) 20/3 u? B) 32/3 u? 0,0 S=40/3
n2 13 C) 30/3 u? D) 40/3 u?
n<75 E) 16/3 u?
B ® UNMSM 2009-T Respuesta: 40/3 u?
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VALOR ABSOLUTO

0 DESARROLLO DEL TEMA

VALOR ABSOLUTO
El valor absoluto de un niimero real “x”, se define como aquel @ 6 .
numero real no negativo que se denotas por |x| donde: ' ‘/X_ =[x, VxeR

x>0
x| = X, SixX>
{-x, six< 0 II. DESIGUALDAD TRIANGULAR
El valor absoluto de la suma de dos nimero reales “x” e
“y"” es menor o igual que la suma de los valores absolutos
de \\X” e \\y”.

Ejemplos:
° |6] = 6, solo se borran las barras, pues 6 es positivo

e |-8| =—(=8) = 8; al borrar las barras se cambia de signo IX+y|<|X] + |yl ox,yeR
de —8 a 8, pues —8 es negativo

o |3] = 3 puestoque 3 >0
e |-4| = —(—4) = 4 puesto que =4 < 0
e |X2+x+1| = x2+x+1 porque xX2+x+1 > 0, VX € R

[x+ vyl = x| +|y] &xy>0

X +y| <|x] +]y| <>xy<0

I. PROPIEDADES
1. Elvalor absoluto de un nimero real nunca es negativo, II.. ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

es decir:

Vienen a ser igualdades condicionales, los cuales

x| 20; VX eR L
frecuentemente se presentan en las siguientes formas:

2. Si dos nimero reales se diferencian sdlo en el signo X|=0x=0

sus valores absolutos son iguales, es decir:
Xl =yely20ax=yvx=-y)

=X| = |x|; VX eR
=1 = I X =1yl & x=yAax==y)

3. El cuadrado del valor absoluto de un nimero real es
igual al cuadrado de dicho nimero real. 1IV. INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

x|2=x% VxeR Vienen a ser desigualdades relativas, las cuales
frecuentemente se presentan en las siguientes formas:

4. | Ixyl = Ixllyl; VX, y e R X| <y [y>0a(=y<x<y)
X >y X<=yvx>y)
x_ 1xl.
5. | Iyl=myyiv=0 IXI < Iyl > 1xI2 < IyI2 & %2 < 2

SAN MARCOS ALGEBRA TEMA 13
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VALOR ABSOLUTO
° PROBLEMAS RESUELTOS
Problema 1 ® Problema 2 ® A) 105/2 B) 97/2 C) 109/2
Si: a, by cson las soluciones no negativas | Resolver: |2x + 6| = |x + 8| D) 117/2 E) 113/2
de la ecuacion ||[x—3| —5| = 0 entonces | Resolucion: UNMSM 2006-IT
el valordea + b + ces: Aplicando el teorema: Resolucion:
A) 16 B) 12 C) 6 laj=|b| ®»a=bva=-b Haciendo [x — 3| = a
D) 2 E) 10 2X+6=Xx+8v2x+ 6 =—x-8 Entonces:
Resolucion: X=2 3x=-14 | 2a—=70+3 =0
x=3]-5=2 v [x=3|-5=-2 x=—21 [ 2@ _13
|X—3|=7 \% |X—3|=3 = — 14/52 aa=1/2.a=3

= = espuesta: C.S.= {—. D z
X = {.10, —4} v X = .{6,0} P {—14/3; 2} =3| = 1/2 Ix=3|= 3
S?:)UC&OI’:)GS no negatlvas Problema 3 X = {7/2,5/2}; X = {6,0}
{_ i 1(’5 } Halle la suma de los cuadrados de las | % cu@drados: 109/2
. Respuestz: 16 raices de la ecuacion: = S 109/2

espuesta: )\ 2x=32=7]x=3| +3=0 ! espuesta: /.
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FUNCIONES: DOMINIO - RANGO -
GRAFICOS

0 DESARROLLO DEL TEMA

I. PAR ORDENADO ¢ IIl. FUNCION

IL

Es un conjunto que consta de dos elementos en el que
interesa el orden, es decir, a uno se le distingue como
el primero y al otro, el segundo del par ordenado. A los
elementos de un par ordenado se les llama coordenadas.

(X y)
|—> 2.2 coordenada
\—r 1.2 coordenada

R ={(a;b)/ ae A, beBAaaRb}

Teorema

PRODUCTO CARTESIANO

Dados los conjuntos no vacios "A" y "B", el producto
cartesiano de "A" y "B" denotado como "A x B", es el
conjunto de todos los pares ordenados (a;b) donde "a"
es un elemento de "A" y "b" un elemento de "B".

Asi:
AxB={(a;b)/acA A beB}

Ejemplos:

Sean: A={3; 2;5} y B=4{5;2}.

A x B ={(3;5), (3;2), (2;5), (2;2), (5;5), (5;2)}
B x A ={(5;3), (5;2), (5;5), (2;3), (2;2), (2;5)}

Relacion binaria
Sea "A"y "B" dos conjuntos no vacios, se define la relacion
binaria de "A" en "B" de la siguiente manera.

[R = {(a;b)/ ac A, beBnaRb}|

Entiéndase que aRb implica que entre a y b existe alguna
relacion o aun cuando en muchos casos no se pueda
traducir en una férmula o regla de correspondencia.
Ejemplos:
Dado A ={1; 2; 3; 4} y B ={5; 6}.
HallaR:A.B

R = {(a;b)/ aeA, beBya + b < 9}

R ={(1;5), (1;6), (2;5), (2;6), (3;5)}

Es la relacion binaria en la que pares distintos no tienen
el mismo primer elemento.
Ejemplos:
1. f={(1;3), (2;4), (3;5)}
Es una funcion, pues no existen dos pares ordenados
distintos que tienen el mismo primer elemento.

2. A={(2;7), (3;8), (2;11)}
No es funcion, pues los pares (2;7) y (2;11) tienen el
mismo primer elemento.
Sea la funcion: f: AB.

Donde: A — Conjunto de partida
B — Conjunto de llegada

Nota:

Las funciones se denotan igualmente por letras tales como

f, g, h, F, G, H. Si "f" es una funcidn, entonces f(x). (Léase

"f en x" 0 simplemente "f(x)") indica el segundo elemento

del par cuyo primer elemento es "x" asi podemos escribir.
f = {(x; f(x))/ xeDg}

Sea la funcién:
f:A—>B

A conjunto de partida
B conjunto de llegada

A— =B

Funcion

9

— B

Relacion
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Nota: ® Y llamaremos rango de la funcién al conjunto de las
Una relacion f: A—B sera una funcion si cumple: imagenes de todos los elementos de A, mediante f al
1. Para cada xeA A yeB/(x;y) f cual denotaremos por:
2. Sixy)ef (x;2)efy=12 Rf = Ranf, es decir:
h Ejemplo:
A—" =B Sea f = {(1;2), (3;4), (5;6), (7;8)}
Luego Dom f = {1; 3; 5; 7} ARan f = {2; 4, 6; 8}
3. > 44'
' B. Sugerencia para el calculo del dominio y
- rango de una funcion
Funcion e El dominio de una funcidn f se determina
H analizando todos los valores posibles que pueda
A—— 8B tomar "x".
De manera que f(x) sea real, salvo el caso en que
4. = dicho dominio sea especificado.
e Elrango de una funcion f se determina despejando

la variable "x" en funcién de "y", luego se analiza

No es funcién todos los valores posibles que pueda tomar "y",
de tal manera "x" sea real.

A. Dominio y rango de una funcion

Sea f: A—>B una funcién de A en B, llamaremos Nota:
dominio de la funcién f, al conjunto de todas sus No debe existir 2 0 més pares ordenados diferentes
primeras Componentesl al cual denotaremos por: con el mismo primer elemento. En caso eXiStiera, de
Df = Domf, es decir: acuerdo a la definicién, los segundos componentes
tendran que ser iguales; si no es asi, entonces no sera
Df ={xeA/3lyeBa(xy)eflcA ® funcion.
(@) PROBLEMAS RESUELTOS
Problema 1 ® Problema 2 ® Problema 3
Sea f(x) = ax?+bx +c Dado A = {x € Z/ |x| < 4}. Sean "f" y | Halla el area de la regién limitada por
. 5. _ "g" funciones de A en IR definidas por | las graficas de las funciones:
St f(0)=-2;7(1)=6y f(x) =x2-3yg(x) = V1= X + L. Hallar | f(x) = |2x| ; g(x) = x/2 + 5
f(3) + f(2) = 76. la interseccién del rango de "f" con el | A) (38/3)u? B) (20/3)u?
Determina el valor de: 3a + 2b + c. dominio de "g". C) (32/3)u? D) (40/3)u?
A) 19 B) 23 C) 17 A) {0;-2; -3} B) {-3;-2; -1} E) (16/3)u?
D) 13 E) 29 C) {1;2; 3} D) {-3;-2; 1} UNMSM 2009 - T
UNMSM 2007 -IT | E) {-1; 0; 1} Resolucion:
3 Resolucion: Resolviendo: [f(x) = g(x)]
Resolucion: . y:2x = x/2+5; x:10/3,y = 20/3
. Si: x| <4=>-4<x<4
Para: ) _1/_ yi-2x=X%/2+5; x=-2,y=4
x=0 a02+b0+c=-2c=-2 ) =x3-3 P g0)=H1l=x+l ) o gréfico:
x=tl) al?+bl+c=6 a+b=8 “4<x<4 Dg:1-x>0 As = Appc = Apnc
T <x2< <
x=3 a.32+b.3+c=9a+3b—2]+ 0—X2‘16 x<1 AS:M_N_A: A = 40/3
x=2 a22+b2+c=4a+2b- -3<x°-3<13 2 2
13a+5b-4=76---(2) —3<f(x)<13 (0;5)
—_——»
De (1) y (2):
=5;b=3yc=-2 < >
° Y = 3 = 3 D(-2;4)
B(10/3;20/3)
Entonces: RfnDg = {-3;-2;1} *xeZ
3.5+23-2=19 A(-10;0) C(0;0)
Respuesta: 19 ® Respuesta: 2 Respuesta: (40/3) .2
- - —_— e
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FUNCIONES: INYECTIVA, SURYECTIVA,
BIYECTIVA, INVERSA Y FUNCION
COMPUESTA

COMPOSICION DE FUNCIONES

Dadas dos funciones g: A > By f: B —> C; A B, C
conjuntos no vacios la nueva funcion llamada composicion
de f y g denotada por (f o g), es aquella cuyo dominio
es:

x € Dom(g) A g(x) € Dom(f)

La regla de correspondencia de f o g, es:

(fog)(x) = f(g(x))
fog

Amc

A. Observacion
Para que exista la nueva funcion f o g, necesariamente:
Rang N Domf # &

B. Conclusion

A) (fog)(x) = f(a(x)
B) Dom(f o g)(x) = x e Dom(g) A g(x) € Dom(f)

Ejemplo:
Dadas las funciones f y g:
f={(3;5),(4:5),(5;2),(2;2)}; 9 =A(5;3),(3;5).(7;2)}

SAN MARCOS

¢ Il. FUNCION INYECTIVA O UNIVALENTE

Se dice que una funcion es inyectiva si a cada elemento
del rango le corresponde un Unico valor del dominio.
Formalmente: f es inyectiva si al elegir arbitrariamente
dos elementos x4, x, del dominio de f, se cumple:

Xy # X, = f(xq) # f(x,)

Equivalentemente la funcion f: A — B es inyectiva, si f(x,)
= f(X,) = X, = X,, para todo X e i.

Ejemplo:

. X+1 . . .
¢Esf(x) = pracy inyectiva?, Dom(f) =i — {1}
Solucion:

Sean X4, X, € Df ; .
. _ X;+1 _ X+ _
Si f(x;) = f(x,) = =1 =~ %1 =X =X

.. f es inyectiva

Interpretacion grafica: A cada elemento "y" corresponde

un solo "x" € Dom(f).
y

f(xy)

f(x4)

»
'

X1 X2

Teorema
Una funcion f es inyectiva si cualquier recta horizontal
corta a su grafico a lo mas en un punto.

Ejemplo:

A Xn

X

f no es inyectiva

ALGEBRA




FUNCIONES: INYECTIVA, SURYECTIVA, BIYECTIVA, INVERSA

Y FUNCION COMPUESTA

0. FUNCION SURYECTIVA (SOBREYECTI- ¢
VA)
También conocida como funcién epiyectiva. Una funcion

es suryectiva si el conjunto DE LLEGADA QUEDA
CUBIERTO POR EL RANGO.

Es decir, el rango y el conjunto de llegada coinciden.
Sea f: A - B entonces:

"f" es sobreyectiva < VbeB3IaeA/f(a)=b
Interpretacion gréfica:
f f

A/_\ B A/—\B

Ran(f) = B
Funcion SOBREYECTIVA

Ran(f)
Funcién NO SOBREYECTIVA

Ejemplo:
La funcidn f: i — i, tal que, f(x) = 3x + 4 es sobreyectiva.
Solucién:

Tenemos y e i (i: Conjunto de llegada) => y = 3x + 4
Despej x=¥2
espejamos x: x = 4=
Aplicamos f a cada extremo

f(X)=f[_%4]=3[_%4]+4=y—4+4=y;Vyei

.. por tanto f es sobreyectiva.

IV. FUNCION BIYECTIVA

Una funcion es biyectiva si es inyectiva y suryectiva a la

vez.
Interpretacion grafica:
% fA>B
B
» X » X
0 A 0 A
Funcidn Biyectiva Funcién no Biyectiva
Ran(f) = B Ran(f) = B

V. FUNCION INVERSA

A. Dada la funcién A — B. Si es biyectiva, existe la inversa
def: x>y =f(x)
Lainversadefesf*: B> A
y = x = f*(y)

B. En caso de tenerse la Grf = {(x,f(x))/x € A}; la inversa
de la gréfica de f es: Grf* = {(f(x), X)/x€ A}

SAN MARCOS
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Ejemplo 1:

Dada la gréfica de f:

Grf = {(1;5)(2;6),(4;8),(5;9)}
Como f es biyectiva, entonces:
Grf = {(5;1)(6;2),(8;4),(9;5)}

Ejemplo 2:

Dada la funcién de f: A — B definido por F(x) = %11
dondeA=i—-{1},B=i—-{1}

Se cumple que f es biyectiva, entonces la inversa de f.
Lainversadefesf*: B— A

y = X

Donde se debe despejar x en térmi
ecuacion:

—E —_— = =

= =1 yx—-y=x+1
yXx—-x=1+y
X(y-1)=1+y
x=$_+1¥

ek = LY ey - XHL

Luego, f*(y) 1 o f*(x) =i %€ B

Grafico de la funcion inversa

El gréfico de f* es simétrico a f respecto a la identidad
de f(x) = x

y =f*(x)
. y = X
o
N
______ e y = f(x)
» X
Propiedades
PROPIEDAD 1
Si tenemos: Af,Bf A
X—=Y =X

Se cumplen:

A) (fFfof)(x)=x,xeA
B) fof*)y)=y,yeB

PROPIEDAD 2
(F¥) =F

PROPIEDAD 3
(fog)* = g* of*, siempre quef, gy fogtengan inversa.
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pamer FUNCIONES: INYECTIVA, SURYECTIVA, BIYECTIVA, INVERSA

Y FUNCION COMPUESTA

° PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1

Halla el area de la regién limitada por el

grafico de la relacion:

R = {(x;y) € ¥/x = |y| Ax = 5}
UNMSM 2011-IT

® Problema 2

Halla el area de la regién determinada
por el grafico de la relacion:

R = {(x;y) € ¥/|x] sy <¥1-x*}

® funciones f y g definidas en el conjunto

de los numeros reales.
f(x) = x2=2x + 3

agx) = % + 2; es:

A) 20 2 B) 30 12 UNMSM 2011-IT
C) 15 p? D) 12,5 p? A) %pZ B) mu? UNMSM 2011-1T
2

E) 25 » Q) 41:”2 D) EuZ
Resolucion: , 4 A) 31/3 B) 31/4
Graficamos las funciones: E) 2nu C) 41/4 D) 41/3

Resolucion: E) 33/4

Graficamos la relacion:

o Resolucion:
5 Resolviendo: f(x) = g(x)
=|x| y=vi=x 2
y L2X—4x+6=x+4
2 =
_ 450 450 N 2x“=5x+2=0
Resolviendo 1 = wE2QARE 1
X=5 _ oz A o G 9 2
{ y =1yl A= =h=—g VE3v=y :
1
Sy = = - Puntos: (2;3) A | ==
HY=D Y= Respuesta: D) /4 (2:3) [ 2 4]
_ bxh _ 10x5 _ 2

AA—T=>AA— ) =25 Piden:2+3+%+%=37r1

Problema 3

La suma de coordenadas de los puntos

Respuesta: ) 257 | e interseccion de las gréficas de las [ Respuesta: B) 31/4

ALGEBRA SAN MARCOS
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TEMA 16

LOGARITMOS-FUNCIONES
LOGARITMOS

0 DESARROLLO DEL TEMA

I. TEOREMADEEXISTENCIA DELLOGARITMO ¢ o (m—4)°9m—410=10,vm>4Amz5

Para todo par de nimeros reales "a" y "b" tales que a>0; —log 2
. _ ., (5-)

a=1yb >0, existe un Unico numero real x, que cumple 1

. . (J§ -~ ) =1
a*=b. 2
II. DEFINICION DE LOGARITMO IV. TEOREMAS SOBRE LOGARITMOS

Sean los numeros reales "a"y "b", sia>0; a= 1y b >0, Sea labasereal a, talquea>0nAa=1

el nimero real x se denomina logaritmo del nimero b 1. Sea Ay B reales, tal que: AB > 0:

en base a y se denota por Log,b si y solo si a* = b.

De la definicién se tiene: Log,AB = Log,A + Log_B
x=log,b < a¥=b A

Donde: 2. Sea Ay Breales, tal que: g >0

a: base del logaritmo A

b: nimero del logaritmo Log, (—) =Log,A —Log,A

c: logaritmo de b en la base a B

3. SeaAreal, talquene NAA" >0

Ejemplos:
1. Log64 =x<64=2%=20=2"x=6 Log.A" = nLog. A

Luego: Log,64 = 6
2. |_091729=X@729=%)X =3P =3 x=-6 4. SeaAreal, talquene N, n>2.SiA>0:

3 A = 1
Luego: |og,729 =6 Log VA —FLogaA
3

3. Calcular el valor de "x" si cumple la igualdad: 5. SeaAreal talque: A>0, meRAneR

Logy,,1024 = 3 —x

Log ,A™ = %LogaA

1 3=-x . 0
@1024=(3) M= 510=x-3 Pn#
=>x=13 Colorario
Si se eleva a un exponente "m" y se extrae raiz
1IL IDENTIDAD FUNDAMENTAL DEL LO- n-ésima a la base y nimero del logaritmo el valor de
logaritmo no se altera.
GARITMO 9
Sia>0;a#1Ab>0secumple: Log,A = Log,, A" =Log%ﬁ A0
Ejemplos: 6. SEA>0AB>0
o 2l0gy3 — 3 s Log,A=Log,B < A=B

SAN MARCOS ALGEBRA TEMA 16
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LOGARITMOS- FUNCIONES LOGARITMOS

7. Cambio de base: ® de logaritmos para una base positiva y diferentes de
Sea la base "c" dondec>0Ac=1 1; los sistemas mas importantes son:
_ Logb
Log,b = [og.a 1. Sistema decimal o de Briggs
Es aquel sistema de logaritmos en la cual la base
Demostracion: es 10.

Por identidad: c'°9¢® = b ..... (1) Notacién: | L0goN = LogN

Por identidad: a'°%aP = b ..... 2)

Ademds: cl°9¢a = 3 ... (3) Se lee: Logaritmo de "N". En general:
Reemplazando (3) en (2) se obtiene: LogN = Parte ~ [rarte
( Clogca)'ogab = 08P &, |og, alog, b= log, b entera| ' |decimal
{ {
Log.b (caracteristica)  (mantisa)
Log,b = —= . =
Log.a : Logya-Log,b =1 Teorema
Sea todo N > 1 el nimero de cifras es igual a la
A. Propiedad caracteristica mas uno. Es decir:
Logya = (Log,a)~! = Iogla . hde N = caracteristica + 1
B. Regla de la cadena 2. Sistema hiperbdlico o Neperiano
Si:a>0,a#1;,b>0,bx1;,c>0,cx1Ad>0 Es aquel sistema cuya base es el nimero tras-
se cumple: cendental:
log, b+log, c+log. d = log, d 01|+ 1.1 +3}|+
e=2,7182....

C. Sistemas de logaritmos

Cada_ base de Iogaritmos_detgrming un sistt_ama de Notacién: | L09eN =LnN

logaritmos, en consecuencia existen infinitos sistemas @

° PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1 ® Problema 2 ® Problema 3
Si n es un nimero entero positivo y Sip,gq,reR*y Halle el dominio de la funcion F definida
y: 21994 —1 = log,2+ log,4 + log,8 _ 1 - 1 ) _ 2x—3
= por: F(x) = [In| =——=
+ ..log,2" log.(pq+1) ~ log,(prq+1) X+5
halle el valor de log; 4 41 A) R—(=58] B) R—(58)
= log,(qr +1) C) R—[-58] D) R-[-57)
A) —1/2 B) 2 halle el valor de E. E) R—[-5,8)
C) =2/3 D) -1 A) 1 B) 1,5 - UNMSM 2009 - T
E) -2 C) 3/5 D) 2 Resolucion:
unmsm 2012 -1r | E) 3 In(zx:s) >0 In(z):(+ 53j > b1
UNMSM 2012 - T X
Resolucion: 2X=3 g X=354
Resolucion: x+5 X+5
= |0922_22_23”.2n N 21+2+3+...+n =8 _
E = logpqr + 10gpq,a +10g,0,p +1 =2X=3,1,X=8,
Z (D =3=n=2 l0Gy (PQr) +1 = 1+ 1 =2 X+ X+
= logpq (Par) +1 = =
Luego: logy ;4 = logy ;4 = =2 e 8 t  xeRr- [-5,8)
Respuesta: —2 d Respuesta: 2 Respuesta: R —[-5,8)
——————— —_— .
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